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ACADEMIA AUGE

GEOMETRIA

DECINICIONES BASICAS
SEGMENTOS YV ANGULOS

1.1 CONCEPTO DE GEOMETRIA
La Geometria es la ciencia
que estudia las propiedades de
las figuras geomeétricas,
atendiendo a su forma, tamafio
y relacién entre ellas.

Una figura geométrica es
un conjunto no vacio de puntos,
representada por lineas,
superficies y sélidos. Toda figura
se distingue de otra por su
tamano y forma.

LINEAS
iV AVANEEEN ANV
L. Recta L. Quebrada L curva L. Mixta

SUPERFICIES

SOLIDOS

DES(H

cilindro cono esfera cubo

1.2 ETIMOLOGIA

La palabra Geometria procede
de las palabras griegas “geos” que
significa “Tierra” y “metron” que
significa medida, es decir geometria
deriva de Ila palabra griega que
significa “medida de la tierra”,
concepto que no estuvo muy
desligado de la realidad en sus
comienzos, como una necesidad de
solucionar el problema de |los
deslindes (delimitacién) de tierras
originados por las inundaciones

periodicas del rio Nilo en el antiguo
Egipto.

1.3 CONCEPTOS PRIMITIVOS

Los conceptos primitivos
no definidos de la geometria son
el punto, la linea y el plano.

1.3.1 EIl Punto:

- Es un concepto imaginario

- Tiene ubicacién

- No tiene longitud: anchura o
grosor

- Lo idealizamos al cortarse dos
rectas

- Un punto dibujado a
diferencia de un punto
conceptual, tiene tamafo.

Se designa al punto conceptual
por medio de una letra
mayuscula junto al punto
dibujado o un aspa.

Ejemplo:
A B xC xD

1.3.2 La Linea:

- Es un concepto imaginario

- Tiene longitud pero no
anchura o grosor

- No se puede medir

- Es ilimitada en
sentidos
Puede ser recta, curva o una
combinacién de ambas
La linea recta tiene direccion

ambos

Una linea se designa con letras
mayusculas en dos puntos cualesquiera
|doble flecha, pone de manifiesto que la
linea se extiende indefinidamente en
ambos sentidos:

http://www.academiaauge.com

CUESTIONARIO DESARROLLADO



— > N, —

A

ACADEMIA AUGE

Ejemplo:

a
——

B C D AB

Puntos Colineales. Son aquellos que
pertenecen a una misma linea recta.

Puntos No Colineales. Son aquellos
gue no estan ubicados en una misma
linea recta.

1.3.3 El Plano:

- Es un concepto imaginario

- Tiene dos dimensiones

- No se puede medir

- No tiene espesor

- Superficie plana ilimitada en
todo sentido

Postulados sobre planos
* Existen infinitos planos
* Por tres puntos no colineales
pasa un plano y solamente uno
* En cualquier plano existen
infinitos puntos y rectas

1.4 SEGMENTO DE RECTA

Es una porcion de recta limitado

por dos puntos denominados
extremos.
A B

Se denota por AB vy se lee
segmento AB. La medida de un

segmento AB denota por mAB o
AB, y es un numero positivo que
compara la longitud del
segmento dado con la longitud
del segmento unitario (u).

1.4.1 PUNTO MEDIO DE UN
SEGMENTO

Un punto B se llama punto medio

de un segmento AC, si B estd
entre A 'y C y se verifica que
AB = BC.

I 2a |
[ B @
A—a—| a9
1.4.2 OPERACIONES CON
SEGMENTOS
Para sumar dos segmentos
cualesquiera, se toman en una
recta dos segmentos
consecutivos cualesquiera y
congruentes respectivamente a
los segmentos que se quieren
sumar.
Suma:
| & | b |
. @+ 7
AC = AB + BC
Diferencia:
| a ! (b-a) —
A B b C
BC = AC - AB
1.5 ANGULO
rayos que tienen el mismo punto
de origen.
Elementos
Lados: OA y OB
Vértice: O
Notacion
N
AOB , L AOB
N
A O] O
A
(X/ | -
@] B
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PN 3. Angulo Obtuso: Es aquel angulo
m AOB = o0 : Medida del angulo AOB cuya medida es menor que 180°
es igual a a° pero mayor que 909
Bisectriz de un Angulo: A

Es el rayo que partiendo del vértice de
un angulo, lo divide en dos angulos

congruentes. o
O B
B 90° < a° < 180°
OX : Bisectriz de A AOB 4., Angulo Recto: Es aquel angulo
~ ~ cuya medida es igual a 90°.
mMAOX = mXOB = a Al
N N
AOX = XOB
a = 90°
Clasificacion de los Angulos a
Los angulos se clasifican _| -
segun su medida, de acuerdo a ”
su posicion 'y segun  sus O B
caracteristicas.
1. SEGUN SU MEDIDA 5. Angulo Nulo: Es aquel angulo

1. Angulo Llano. Llamado también cuya medida es igual a 0°

angulo rectilineo, es aquel angulo .
cuyos lados son dos rayos e '
opuestos es decir una recta. Su O A B

medida en; PN
mAOB = 0°

[ L
»

- Sistema Sexagesimal: a = 180°

o II. SEGUN LA POSICION DE SUS

LADOS
< /_O\ > 1. Angulos Adyacentes. Dos
A B angulos son adyacentes cuando

tienen el mismo vértice y un lado
comun tal que los angulos se
encuentran a uno y otro lado del

lado comun.
A A

2. Angulo Agudo. Es aquel angulo
cuya medida es menor que 90°
pero mayor que 0°

V\ Lado Comun

o O
O B

0° < 0% < 90°

v

C
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I~ A~ Es decir, se determinan al trazar
AOB vy BOC son angulos dos rectas secantes, dichos
adyacentes, llamado también angulos con congruentes (tienen
angulos consecutivos. la misma medida).
Dos o mas angulos seran
adyacentes cuando cada uno de a=p
ellos es adyacente con su o B
inmediato.
B
- C III. SEGUN SUS CARACTERISTICAS
e) " 1. Angulos Adyacentes
Complementarios
o~ o~ Py , Son dos _ angulos adygacentes
AOB, BOC y COD son &ngulos cuyas medidas suman 900°.
adyacentes. 4
A
B
(00
B ©
P o P P B
A 0 _— D AOB vy BOC son angulos
AOB, BOC y COD son &ngulos adyacentes complementarios
adyacentes sobre una recta.
o+ B = 90°
2. Angulos Complementarios
Son dos angulos cuyas medidas
suman 900,
A
“ 0
N A N A
AOB, BOC, COD y AOD son o
angulos adyacentes alrededor de a+6 =90
un punto .
Nota 1. Complemento de un angulo es
2. Angulos Opuestos por el lo que le falta a este angulo para
Son dos angulos en donde los o
lados de wuno son los rayos COMPLEMENTO DE o = 90° - 0. = 6
opuestos del otro.
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Nota 2:
10 <> 60" , 1" <> 60"
900 <> 89960 " <> 89059 60"

3. Angulos Adyacentes
Suplementarios
Son dos angulos adyacentes
cuyas medidas suman 1800°.

B

o

< o) >
o A N c
AOB y BOC son angulos
adyacentes suplementarios.

o + B = 180°

4, Angulos Suplementarios
Son dos angulos cuyas medidas
suman 180°

p
A >

A

o +p = 180°

Nota 3. Suplemento de la medida de
un angulo es lo que le falta para
medir 1800°.

SUPLEMENTO DE o = 180°-a =§3

Nota 4:
180° <> 179960 " <>179°59 "60”

Nota 5:

Cuando Ila palabra suplemento se
repite un numero par de veces, el
resultado es el mismo valor del
angulo y si el niumero es impar, el
resultado es su suplemento.

Sup del Sup ......... Supdea=a
— _/
v
#ro. veces par
Sup del Sup ......... Sup de a = 180°- «
— _/
v

#ro. veces impar
ANGULOS ENTRE PARALELAS
Paralelas: Se llama rectas paralelas
cuando no tienen ningln punto en
comun y estdn situados en un mismo
plano.

< [
< »

L1

L1//L2
L2
Angulos formados por dos rectas al
ser cortados por una Secante
Angulos Internos | 3,4
5,6

Angulos Externos{l,z
7,8

Alternos Internos |4y 6
3y5

Alternos Externos{l y 7
2y 8

Conjugados Internos { 4y5
3y6

Conjugados Externos { 1y8
2y 7

Angulos correspondientes [1y 5; 2y 6
4y8;3y7

ANGULOS FORMADOS POR DOS
RECTAS PARALELAS AL SER
CORTADOS POR UNA SECANTE

a) Los angulos alternos internos
0 externos son congruentes.

b) Los angulos conjugados
internos o externos son
suplementarios.
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C) Los angulos correspondientes
son congruentes.

ANGULOS DE LADOS PARALELOS

Si dos angulos tienen sus lados
respectivamente paralelos, seran
congruentes cuando ambos angulos
sean agudos o0 cuando ambos sean
obtusos; 'y serdn suplementarios
cuando uno de ellos sea agudo y el otro
sea obtuso.

/ : i
) @ >
O >

a=20

[
>

o + B = 1800

ANGULOS DE LADOS
PERPENDICULARES
Si dos angulos tienen sus lados
respectivamente perpendiculares seran
congruentes cuando ambos sean
agudos o cuando ambos sean obtusos;
y seran suplementarios cuando uno de
ellos sea agudo y el otro obtuso.

v
o

v

a+ p =180

PROBLEMAS RESUELTOS

01. Sobre wuna linea recta se
considera los puntos
consecutivos A, B, C y D. Luego
los puntos medios My N de AB y
CD respectivamente. Hallar MN
si: AC + BD = 50.

a) 20 b) 25 )30
d) 40 e) 50.

Resoluciéon

1) Dato: M y N son puntos medios
de AB y CD.

AM=MB=a, CN=ND=b

2) Dato: AC + BD = 50
(2a+c) + (c+ 2b)= 50
2+ 2c+2b = 50
2(@a+c+b)= 50
2MN = 50

MN = 25 | Rpta. B
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02. sobre una recta se ubican los x =25
puntos consecutivos A, B, C y D.
Luego los puntos medios M y N BC = 25 Rpta. B
de AC y BD respectivamente. 04. Sobre una recta se ubican los
Hallar MN si: AB + CD = 60 puntos consecutivos A, B y C
siendo “0” punto medio de BC,
a) 20 b) 25 c) 30 AB2 + AC2 = 100.
d) 40 e) 60 Hallar AO2 + B02
Resolucion a) 10 b) 25 c) 50
| b | b | d) 100 e) 20
| | | | | | Resolucion
A B M N C D
- —a | A B O &
|— x — b I — b—+— b —
, - a—H
1) Dato: M y N puntos medios de
ACy BD 1) Como nos pide AO2 + BO?2
AM=NC=a , BN=ND=b ponemos AO=ayBO =b
2)  Dato: AB + CD = 60 2) Dato: O punto medio de BC
(@+x-b) + (x+b-a) =60 )Bo=6c=bpu !
2x = 60
x =30 3) Dato: AB2 + AC2 = 100
(a-b)2+(a+b)2=100
MN = 30| Rpta.C 2(a2 + b2) = 100
a2z + b2 =50
03. Sobre una recta se ubican los 2 2 —
puntos consecutivos A, B, Cy D AO? + BO S0 Rpta. C
tal que B es punto medio de AD y
AC - CD = 50. Hallar BC 05. En el grafico, halle el maximo
a) 20 b) 25 o) 30 valor entero de y.
d) 40 e) 50 a) 45
. b) 50
3 o
Resolucion c) 60 ro.2y0 y
d) 59
C e) 58
NN S U .
|- x —+(a-x) 9 Resolucion
o - [0} 0 = [0}
1) Dato: B es punto medio de AD 1) io +2yyo :132;/00 180
AB =BD = a
0 = 0 - O
2)  Dato AC - CD = 50 x0=1800-y0 | (D

(@a+x)-(a-x)=50
2x = 50
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2)

3)

06.

1)

2)

07.

1)

Todo angulo es positivo
00 < x0 - 2yo0
2y© < x© (I1)

Ienll

2y0 < 1800 - yo
3y° < 1800°

yo < 600

y =59 Rpta. D

La diferencia entre el suplemento
y el complemento de un angulo
es 6 veces el angulo. EI
suplemento del complemento de
dicho angulo es:

a) 15° b) 75°
d) 120° e) 1500

c) 1050

Resolucion

Sup a - Comp a = 6a
(1809 - a) - (90° - a) = 6

o = 159
Nos piden E
E = Sup. Comp. 150
E = Sup. 75°
E = 105° Rpta. C

Las medidas de tres angulos
consecutivos sobre una recta
estan en progresién aritmética.
Calcular la medida del mayor
angulo, si el menor y el mayor
estan en la relacién de 3 a 7.

a) 300
d) 600

b) 36°
e) 840

c) 420

Resolucién

2)

3)

4)

08.

a, b y c estdn en progresion
aritmética

Dato: Ezi a = 3k c=7k
c 7

b = a+c:>b:3k+7k
2 2

b = 5k

a+b+c=180°
3k + 5k + 7k = 180°
15k = 180°
k=120

El mayor angulo es c = 7k
c=7(129)

c = 84° Rpta. E

Calcular x si: Li//L>
a) 100 b) 200
c) 300 d) 400
e) 500
) 80° =L1
X
70° L2

>

<
<%

>

Resolucién

Propiedad (Serrucho)
800 + x + 700 = 90° + 90Q°

09.

x = 30° Rpta. C

En la figura Li//L> y Ls//Ls, el
valor numérico de 3x° - 120 es:

a) 159
d) 189

b)16°
e) 199

c)17°
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EJERCICIOS

2}°'§\ / - f L4‘ 1. Dado los puntos colineales vy
consecutivos A, B, C, D y E tal que:
AC=DE; BC=CDy CE-AB = 10.
Calcule “"BD”

A) 10 B) 5 C) 6

L2
e g D) 8 E) 20
11x°
2. Sobre una recta se ubican los

puntos consecutivos A, B, Cy D; tal
que AC = BD; (BD)(AB - BC) =12

e y (CD)(BC) = 8. Calcular “BC”
Z:X"\ |_3/ / L3//L4 A) 1 B) 2 C) 3
D) 4 E) 5

3. Dados los puntos colineales vy
consecutivos A, B, C y D; tal que:
j a L2 BC=2(AB)= 2(CD) y (AC)(BD) = 81.

‘57 b i Calcular “BC”
110
A)9 B) 3 C) 12

D) 6 E) 8

1) a+b+ 11x° = 1800....... I
2) Angulos correspondientes 4

. Sobre una recta se ubican los
a = 2x9, b = 5x0°...... II

puntos consecutivos P, Q, R, S, T;

3) Lenl en L: . | . tal que: PR =QS =RTy
N 0+ £ "; B~ 180 PQ + ST = 6. Calcular “PT”
18x° = 180 A) 6 B) 5 C) 12

1o D) 18 E) 15

5. Dados los puntos colineales vy
consecutivos A, B y C; M y N
bisecan a AB y BC,
respectivamente: AB + MN + BC =
60; hallar “"AC"

4) Hallanfo E:
E =3x°-120°
E = 3(10°) - 120

E = 18° Rpta. D

A) 40 B) 50 C) 30
D) 20 E) 15

6. En un recta se consideran los puntos
consecutivos A, B, C, D, E y F; tal
que: AB = DE; CD = EF;
AC=30; CF=40y AB + CD = 30.
Hallar “"BC”

A) 16 B) 15 C) 20
D) 10 E)5

http://www.academiaauge.com CUESTIONARIO DESARROLLADO
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7. En una recta se consideran los 12.Dados los angulos consecutivos:
puntos consecutivos A, B, C, D y E; AOB, BOC y COD, tal que m£ZAOC =
tal que: 3(CE) = 2(AC); AE 70°, m ~ BOD = 80°y m « AOB +
=50y AB + DE = 20y “C” m~/COD = 50°, calcular la medida
biseca al segmento BE ; hallar “"BD” del angulo BOC
A) 20 B) 10 C) 30 A) 30° B) 40° C)50¢°
D) 15 E) 25 D) 60° E) 70°

8. Dados los puntos colineales vy 13.Un angulo llano es dividido por 4
consecutivos A, B, Cy D: tal que: rayos de tal manera que se forman
4(AB) = 3(BC) = 6(CD) vy angulos consecutivos cuyas medidas
3(BC - AB)=2(BC - CD) - 2; hallar estan en progresidon  aritmética.
“BD” Calcular la medida del angulo

determinado por el primer y ultimo rayo
A) 20 B) 6 C) 12
D) 4 E)1 A) 100° B)108° (C)112°

D) 120° E) 110°
9. En una linea recta se consideran los
puntos consecutivos A, B, C y D; se 14. Calcular “x”, si:
sabe que AC= [m y se cumple a+b+c=130°y a +p = 70°
las siguientes relaciones:
AB.AD = BC.CD; BC? - AB?= AB. CD.
Hallar (CD?)

A)m2  B) [m  C))/m

D)m E) m2/2

10.Sobre una linea recta se consideran

los puntos consecutivos P, Q, Ry S A)20° B)30° C)40°

con la siguiente condicion: D)50° E)60°

PQ=mQR y n - m+n = 1.

PS nRS QR PR 15.Si las rectas L; y L, son paralelas y

Hallar RS m es el complemento de n, Calcular
“x".

A)m B)n C)m-n L

D) (m - n)/2 E) 2(m - n)

11.Si los x/y del complemento de la
diferencia entre el suplemento y el
complemento de “a” es igual a los
m/n de la diferencia entre el
complemento de B y el suplemento
del suplemento de B . Hallar B A)15° B)30° (C)20°
D)40° E)60°

A) 45°  B) 40° C)50°
D) 55°  E) 60
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16.En la figura, L; // Ly, calcule “x”.

A)100° B)105° C)110°
D)115° E)120°

16.En el grafico L1 // Lz, hallar “x”

A) 10° B) 15° C) 20°
D) 25° E) 30°

17.Calcular: a® - b® . Si m°® — n® = 25°
Li// Loy Ls// La

A) 10° B) 15° C) 20°
D) 25° E) 30°

18.Segun el grafico. Hallar “x". Si L1 //
Loy Ls// La
L3

A

A

A) 60°
D) 100°

B) 75° C) 90°
E) 115°

19.Hallar el valor de “x”. Si
yLs// La

L: // L2

A) 60°  B)70°  C)80°
D) 90°  E) 100°

20. Siendo L:// L,. Calcule: “X +
y”

A) 90°
D) 255°

B) 180° C) 270°
E) 360°
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TRINNGULOS ¥

DEFINICION: Se llama tridngulo a la
figura formada por 3 segmentos de recta
que unen tres puntos no colineales.

Puntos
Exteriores

Puntos
Interiores

A C

NOTACION. Un tridngulo se denota por
las tres letras mayusculas que llevan sus
vértices, denominandolo:

AABC=AB U BC U CA/AgBC

Elementos:

Lados: AB,AC,BC
Vértices: A, B, C

Internos 5(,\?,2
Angulos { Externos o,y
Perimetro (2p): 2p=a+b +c

a+b+c

2
NOTA 1. Las medidas de los lados del
triangulo se designan por la letra
minuscula del vértice opuesto a dicho
lado.

Semiperimetro (p) p=

BC=a , AC=b , AB = c
NOTA 2. Todo tridngulo divide al plano
en tres subconjuntos de puntos:

- Puntos interiores al tridngulo
- Puntos exteriores al tridngulo y
- Puntos del tridngulo

NOTA 3. Regién Triangular es una figura
formada por los puntos del tridangulo y
los puntos interiores al triangulo.

NOTA 4. Cuando se dice area del
triangulo, se refiere al area de la regién
triangular.

CLASIFICACION DE LOS
TRIANGULOS

Atendiendo a sus lados

(

1) Equilatero <

2) Isosceles

3) Escaleno
<

1]
Tt
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Atendiendo a sus angulos

, Nip
O,
1) Rectangulo 5/\/084

CATETO

[ Acutangulo.
Sus tres
angulos son
agudos.

2) Oblicuangulos

Obtusangulo:
tiene un angulo
obtuso

\

TEOREMA DE PITAGORAS
En todo tridngulo rectangulo, la suma de
los cuadrados de las medidas de los
catetos es igual al cuadrado de la medida
de la hipotenusa.

a2 =b2 + c2

A C
b
NOTA 5. En todo tridngulo isdsceles, al

lado desigual se le llama base y al
angulo que se opone a ella se le conoce
como angulo en el vértice o angulo
desigual. Los dos angulos de la base.

B

0 : Angulo de la Base

ANGULO
EN EL
VERTICE

\ 0

BASE C

GEOMETRIA

PROPIEDADES FUNDAMENTALES DEL
TRIANGULO
1. La suma de las medidas de los
angulos internos es igual a 1800°.

X0 + YO + 70 = 1800

A
A\

X0 o 70

2. La medida de un angulo externo
es igual a la suma de las medidas

de los angulos internos no
adyacentes a él.
B a = YO + Zo
YO
B = XO + Zo
y = X0 + YO
¢ A xe 70 &

Demostracion:

1) o+ X% =180°
2) X 4 YO + Z° = 180°
3) Igualando

o + X0 = XO + YO 4 Z0

oa=Y°+ 29 L.gq.q.d.

3. La suma de las medidas de los
angulos externos es igual a 3600.

B
YO
¢ A x 70 A&
o + X0 = 180°
B + YO = 1800
vy + Z9 = 180°

a+ B+ v+ 1800 = 5400°

a+B+y = 360°
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TEOREMA DE LA EXISTENCIA DEL
TRIANGULO. La medida de un lado
es siempre menor que la suma de
las medidas de los otros dos lados
pero mayor que su diferencia.

B

A B C

a-c<b<a+c

Demostracion

l) b<a+c....I
2) a<b+c

a-c<b...ll
3) DelylIl

a-c<b<a+c

5. A mayor lado se opone mayor
angulo y viceversa. A menor lado
se opone menor angulo vy
viceversa. A lados congruentes se
oponen angulos congruentes vy
viceversa.

PROPIEDADES DEL CUADRILATERO

1) X=a+b+c

GEOMETRIA

2) X0 + YO + Z0 + WO = 360°

[/ o 70

’\ X° we

LINEAS NOTABLES Y PUNTOS
NOTABLES

Las lineas notables son aquellas que
cumplen funciones especificas en el

triangulo, dichas lineas son: Altura,
Mediana, Mediatriz, Bisectriz interior,
Bisectriz exterior.

Puntos Notables son Ortocentro,
Baricentro, Circuncentro, Incentro vy
Excentro

1. ALTURA. Es el segmento
perpendicular trazado desde un
vértice del triangulo a la recta que
contiene al lado opuesto. En cada
una de las siguientes figuras, el
segmento BH es una altura del
triangulo ABC.

B B B

A H C H A C A

ORTOCENTRO. Es el punto de
concurrencia de las alturas de un
triangulo. El ortocentro es un punto que
puede estar en el interior del tridangulo,
fuera de él o en el vértice del angulo
recto, segun los tridngulos sean
Acutangulos, Obtusangulos y
Rectangulos respectivamente. Este punto
tiene la propiedad de dividir a cada
altura en dos segmentos cuyo producto
es una constante.
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H: ORTOCENTRO

~ OBTUSANGULO

ACUTANGULO H

H: ORTOCENTRO

En el vértice de un
angulo recto de un
triangulo se ubica el
Ortocentro.

RECTANGULO

2) MEDIANA: Es un segmento que
une un vértice y el punto medio
del lado opuesto. En la figura M es
el punto medio de AC, BM se llama
mediana.

B

BM: Mediana

77 77

A M C

BARICENTRO (G): Llamado también
centro de gravedad o gravicentro o
centroide, es el punto de concurrencia de
las tres medianas de un tridngulo.

El Baricentro, siempre es un punto
interior  al tridngulo, divide a cada
mediana en dos segmentos que estan en
la relacion de 1/3 y 2/3 de la mediana.

B
BG = 2 (GM)
o . AG=2(GN)
CG = 2 (GP)
/A /A
M C

GEOMETRIA

3) MEDIATRIZ: Es una recta
perpendicular a wun lado del
tridngulo en su punto medio, dicha
recta se encuentra en el mismo
plano que contiene al tridngulo

B L L : MEDIATRIZ

A M C

CIRCUNCENTRO (O): Es el punto de
concurrencia de las mediatrices de los
lados de un triangulo.

El circuncentro es un punto que puede
estar en el interior del triangulo, fuera de
él o en el punto medio de la hipotenusa,
segun los tridngulos sean Acutangulos,
Obtusangulos y Rectangulos
respectivamente. Este punto tiene la
propiedad de ser el centro de |Ia
circunferencia circunscrita al tridngulo
(Circunferencia circunscrita, es la que
pasa por los vértices del triangulo) y
equidistan de sus vértices.

ACUTANGULO  OBTUSANGULO RECTANGULO

4) BISECTRIZ INTERIOR. Es el
rayo que partiendo del vértice de
un tridngulo, divide al angulo
interior en 2 angulos de igual
medida. g
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BX: Bisectriz Interior

BD: Segmento de bisectriz interior.

INCENTRO (I): Es el punto de
concurrencia de las bisectrices interiores.
El Incentro, siempre es un punto interior

al tridngulo. Este punto tiene Ila
propiedad de ser al centro de |Ila
circunferencia inscrita al tridngulo

(circunferencia inscrita es la que toca a
los lados del tridngulo, interiormente en
tres puntos) y equidistar de los 3 lados.

5) BISECTRIZ EXTERIOR: Es el
rayo que partiendo del vértice de
un tridngulo, divide al angulo
exterior en 2 angulos de igual
medida.

BF: Segmento de Bisectriz
Exterior

EXCENTRO (E): Es el
concurrencia de dos
exteriores, con la bisectriz interior del
tercer angulo del triangulo.

punto de
bisectrices

0

o

a B
A C

E: Excentro relativo al lado BC

GEOMETRIA

El Excentro es siempre, un punto
exterior al tridngulo. Este punto tiene la
propiedad de ser el centro de la
circunferencia exinscrita al triangulo
(circunferencia exinscrita es la que toca
a un lado y a las prolongaciones de los
otros dos lados en tres puntos
respectivamente) y equidistar de un lado
y de las prolongaciones de los otros dos.

Todo tridangulo tiene 3 excentros, cada
uno de ellos relativo a uno de los lados
del tridngulo.

* CEVIANA: Es el segmento que
une un vértice de un tridngulo con un
punto cualquiera del lado opuesto o de
su prolongacién. Desde un vértice se
puede trazar infinitas cevianas. Por lo
tanto las ceviana no es linea notable. El
nombre de ceviana se debe en honor al
matematico italiano CEVA en 1678.

B
BP, BQ, BR: Cevianas

A P Q C R

PROBLEMAS RESUELTOS

01. Hallar X°

a) 500
b) 600
c) 650
d) 700
e) 80°

Resolucion
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1)

2)

02.

1)

2)

3)

03.

Por Angulo externo

X =y + 250 ........ (I)
y = 350 + 200 ..... (1I1)
(II) en (I)

X = 350 + 200 + 259

x = 80° Rpta. E

En la figura, EFGH es un cuadrado.

Hallar el valor de x }}\
a) 600 E — H

b) 450°
c) 50°
d) 300°
e) 20°

F G

Resolucion B

750\ X

E H
— p Y 7so\ 45

450

& G
En el triangulo PAH
750 + 450 4+ y = 1809
y = 600 ..... (D)

En Q ABC

Xx+y=90.... (I1)
(I) en (II)
X + 600 = 90°

x = 30° Rpta. d

En un tridngulo ABC, el angulo A
mide 58°. {Cuanto mide el angulo
BDC donde D es el punto de
interseccién de las bisectrices de
los angulos By C?

a) 1250
d) 950

b) 11990
e) 102°

c) 1100

Resolucidn:

A BDC X
<{ABCD X =
Suma 2x =

GEOMETRIA

B

x=90°+ A/2

X = 900 + 589/2

b
Il

119°

Rpta. b

04.

Hallar el angulo formado por la
interseccién de las bisectrices de
los angulos exteriores de los
angulos agudos de un triangulo
rectangulo
a) 60°

d) 65°

b) 450
e) 900

c) 30°

Resolucidn L

[

1)

Mitad
2)

3)

A C
Suma de angulos externos en A

ABC

900 + 20 + 2 6 = 3600
20+ 20 =270°
a+06=135...(I)
En A BEC

a+ 6+ x=180.... (II)
(I) en (II)

1359 + x = 180°

X = 459 Rpta. b
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05. El dangulo B de un tridngulo ABC
mide 40°. {Cuanto mide el angulo
AEC donde E es el punto de
interseccién de las bisectrices del
angulo interior A y angulo exterior

c?

a) 100 b) 200 c) 300

d) 400° e) 500
Resolucion

1) Por angulo externo
AABC 2 a + 400 = 26

Mitad a + 200 = 20 ...... (I)

A AEC O+ X=0 e, (1)
2) Igualando (II) y (I)

o+ X= o+ 200

x = 20° Rpta. b

06. Hallar X si: “I” es Incentro del
triangulo ABC, m <C AFB = 1400.
B

a) 1000

b) 1100 0
c) 1200
d) 1300
e) 1400
F

1) Propiedad (Prob.4)
1400 90° + a/2
X 90° + b/2
Suma 1400+ x 180° + (a+b)/2

GEOMETRIA

140° + x = 180 + 90
140° + x = 270°

x = 130°

Rpta. d

PROBLEMAS PROPUESTOS

1. De la figura AB = BE; BD = DC; el
triangulo ABD es:
B

30°

E
A - 50 c

D
A) Isésceles

C) Acutédngulo
E) Obtusangulo

B) Equilatero
D) Rectangulo

2. De la figura:AB = AE; AF = FE; FD =
DC; EC = FC. Calcular: m<«BAC. Si:

m<«FDC=40°
D

A F z
A) 450 B) 759 C) 650
D) 55¢° E) 859

3. Del grafico adjunto determina la

relacion correcta, si: PQ= PR.

A) 3x = 20 B)5x = 260
C) 7x = 30 D)4x =0
E) 7x = 20
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4. Calcular“x”,siAB=BCy TC=TD
B
D
120°
XO
T A C
A) 100 B) 150 C) 20°
D) 30° E) 400

5. Calcular “x”, si: a - 06 = 18°

A) 160
D) 190

B) 170
E) 360

C) 180

6. En un triangulo ABC se traza la
bisectriz interior BD, tal que
m<BDA = 72° y m<BCD = 350,
Calcular la m<BAD.

A) 56° B) 63° C) 70°
D) 710 E) 77°
7. En la figura mp:“;B, AD = 3,

AC = 8. Hallar “BC”
B

o W
A D C
A) 4 B) 5 C) 6
D) 7 E) 8

7. Se tiene un triangulo isdsceles
MNP; MN = NP, en el cual se traza
la ceviana PQ. Sobre PQ se toma

GEOMETRIA

el punto “R” tal que NQ = NR vy la
mZRNP = 36°. Hallar la mZMPQ

A) 18° B) 20° C)30°

D) 36° E) 45°

9. En un triangulo rectdngulo ABC recto

en B, se traza la altura BH. En el
triangulo BHC se traza la bisectriz

interior BR. Si AB = 10 y AH = 7.
Hallar HR
A) 2 B)2,5 C)3

D) 3,5 E) 4

10.Segun el grafico. Hallar el valor de “0”

A) 10° B) 20° C)30°
D) 40° E) 50°
11.De la figura. Hallar “"BC”", AB =4
y FC =2
B
BB
o 20
A = C

A1l B) 2 C)3
D) 4 E)S

12.De la figura. Hallar x° + y° + x°

A) 200°
D) 330°

B) 170°
E) 360°

C) 300°
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e d

TRIANGULOS Il

CONGRUENCIA DE TRIANGULOS

. g B E
Dos triangulos son congruentes, si tienen
todos sus elementos (lados y angulos)
respectivamente congruentes.
A o C D o F

Para que dos tridngulos sean
congruentes es necesario que cumplan

con uno de los siguientes casos
generales: /ABC =\ DEF

10 Caso (L.A.L.): Dos triangulos son
congruentes si  tienen dos lados | 40 Caso: (L.L.A.): Dos tridngulos son

respectivamente congruentes Y | congruentes si tienen dos lados
congruente el angulo comprendido entre respectivamente congruentes y

dichos lados. congruente el angulo que se opone al
B E mayor de dichos lados.
B E
o o
A C D F
ol ol
/ABC =\ DEF A c b e
20 Caso (A.L.A.): Dos triangulos son ~
congruentes si tienen dos angulos /\ABC = /. DEF
respectivamente congruentes y
congruente el lado comprendido entre OBSERVACIONES:
dichos &ngulos. 1. Una sola expresi{» /3C =

DEF nos dice a la vez seis

B E
cosas, a saber:
AB=DE , AC=DF , BC=EF
X o X o A=zD , B=zE , C=z=F
A C D F

2. Si dos triangulos son
congruentes, son
/“ABC = /. DEF respectivamente  congruentes

sus seis elementos; y a lados
congruentes se oponen angulos

30 Caso: (L.L.L.): Dos triangulos son .
congruentes y reciprocamente.

congruentes si tienen sus tres lados

respectivamente congruentes. .
3. Algunos autores no consideran

el 40 Caso LLA (Lado, Lado,
Angulo), mencionan solamente
los tres primeros casos.
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CONGRUENCIA DE TRIANGULOS
RECTANGULOS

Estan comprendidos en los casos de
congruencia ya estudiados, teniendo
presente que necesitan solo de 2
condiciones porque tienen el angulo
recto como angulo conocido.

19 Caso (C-C) (Cateto, Cateto) LAL
Dos tridngulos rectangulos son
congruentes, si tienen sus catetos
respectivamente congruentes.

B E

A cC D F

Noapcz D per

2° Caso (C-A) (Cateto, Angulo) ALA
Dos triangulos rectangulos son
congruentes, si tienen un cateto y un
angulo agudo respectivamente
congruentes.

B E
A C D F

BABC = B DEF

392 Caso (H - A) (Hipotenusa, Angulo)
Dos triangulos rectangulos son
congruentes, si tienen la hipotenusa y
un angulo agudo respectivamente
congruentes.

B E
/Q\ /Q\
A C D F

GEOMETRIA
hABC =~ B DEF

4° Caso (H- C) (Hipotenusa, Cateto)
Dos triangulos rectangulos son
congruentes, si tienen la hipotenusa y un
cateto respectivamente congruentes.
(Caso LLA).

B E
N\ R\
A C D F

Noapce DN per

TEOREMA DEL TRIANGULO
ISOSCELES

En todo triangulo isdsceles, a lados
congruentes se  oponen angulos

congruentes.

THALES DE MILETO (600 A.C.) Uno de
los 7 sabio de la antigua GRECIA,
demostré que la medida de los angulos
de la base de un tridngulo isdsceles son

iguales. B
Si: AB = BC
Entonces afa
A=C
®

Demostracién:” D C

1)  Trazamos la bisectriz BD.
2) A ABD =z ADBC
por el caso LAL.

AN

A=C

L.q.q.d.

NOTA: En el 20 CASO de congruencia de
triangulos rectangulos, el angulo agudo
puede ser adyacente al cateto o puede
ser opuesto al cateto.
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TEOREMA DEL TRIANGULO
EQUILATERO
En todo tridngulo equilatero,

sus tres angulos internos son
congruentes.
B
A~ A D
A=B= a
a a
A ¢ c

Demostracion:

1) Por teorema del isdsceles.
A=B y B=z=C

2) Transitividad de congruencia de
angulos.

AN
=

A

N
=~

C L.q.q.d.

PROPIEDAD:ABCD es un cuadrado,
L1//L2

A

A

FE=Xx+Yy

DISTANCIA DE UN PUNTO
La distancia de un punto a una recta,
es la longitud del segmento
perpendicular desde el punto a la recta.

P

A
v

H

GEOMETRIA

o La medida de PH es la distancia
de P a la recta L.
. Al punto “H” se le denomina pie

de la perpendicular.

La distancia de un punto a un
segmento, es también la longitud del
segmento perpendicular desde el punto
al segmento o a la prolongacién de dicho
segmento. Es decir perpendicular a la
recta que contiene el segmento.

P P

A H B A R H

APLICACIONES DE LA CONGRUENCIA
DE TRIANGULOS.

1° TEOREMA DE LA BISETRIZ DE UN

ANGULO.

Todo punto que pertenece a la
bisectriz de un angulo equidista de los
lados del angulo.

PA = PB

Demostracion:

Caso H-A: [\_ 0AP = [\ oBp

PA = PB

L.g.qg.d.

2° TEOREMA DE LA MEDIATRIZ

Todo punto que pertenece a la
mediatriz de un segmento equidista de
los extremos del segmento dado.

PA = PB
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Demostracion:

Caso LAL B PMA zb PMB
PA = PB L.q.q.d.

NOTA.:

Si dos lineas notables coinciden en
un tridngulo, entonces dicho tridangulo es
isésceles.

Ejemplo: Los siguientes tridngulos son
isésceles.

3° TEOREMA:
Los segmentos de
entre

paralelas
comprendidos paralelas son

congruentes.

v

&
<

AB = CD

AD = BC

v

A L D
Demostracion:

Sean AB y CD dos segmentos
paralelos comprendidos entre las
paralelas BC y AD. Trazando el segmento
BD quedan formados dos triangulos
congruentes ABD y BCD (Caso ALA), por
lo tanto:

AB = CD | AD = B(C

L.q.q.d.

4° TEOREMA DE
MEDIOS
Si por el punto medio de un lado de
un triangulo se traza una recta paralela a
otro lado, dicha paralela divide al tercer
lado del tridngulo en dos segmentos
congruentes. El segmento determinado

LOS PUNTOS

GEOMETRIA

por los puntos medios de dos lados del
triangulo mide la mitad del tercer lado.
Hipoétesis:

- M punto medio de AB (AM = MB)

- La recta MN es paralelo al lado AC.
Tesis:

BN =NC, MN = AC
2
B
< M ! >
A c
B
0
MA @ N
0
o A
A D C
Demostracion:
1) Tracemos ND//AB
Entonces:
AMND es un paralelogramo
AM =ND AD (1)
2) /N MBN=z /\_DNC (ALA)
BN = NC |DC = MN| (II)
3) AD+DC=AC (II)
4) 1yllenlil
AC
MN + MN = AC= MN=7 L.q.q.d.

59 TEOREMA

El segmento que une los puntos
medios de dos lados de un tridngulo es
paralelo al tercer lado y mide la mitad de
su longitud.

Hipoétesis:

Sea el triangulo ABC
M punto medio de AB
N punto medio de BC
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B
M N
A C
Tesis:
MN//AC
MN = AC/2
Demostracion.

M 4 N =
0
o
A C

1) Prolongamos MN hasta P tal
que MN= NP
2) /N MBN N

mB = mNCP y MB = PC
3) AMPC es un paralelogramo.

NCP (caso LAL)

MN//AC
2(MN) = MP=AC = M|\|=A2C | .q.q.d.
6° TEOREMA DE LA MENOR

MEDIANA EN
RECTANGULO.

La mediana relativa a la
hipotenusa de un  tridngulo
rectdngulo mide la mitad de la
longitud de la hipotenusa.

A

EL TRIANGULO

B C

GEOMETRIA
Hipotesis:
A ABC
mABC = 90°
BM = Mediana

Tesis:
BM = AC/2

Demostracion:

A
M
1 1 C
B N
1) Por el punto M tracemos
MN//AB
2) BN = NC (Teorema de los puntos
ios)
3) MNB = MNC (Caso
LAL)
BM = MC —» | BM = AC/2

7° PROPIEDAD DE LAS MEDIANAS
DE UN TRIANGULO.

Las medianas de un
triangulo concurren en un punto
que dista de cada vértice el doble
de la distancia al punto medio del
lado opuesto.

Demostracion. B
o
P
2b
0 N 2
0
G| %
2b
o
q/’b’ b &
A —v °* C
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1) Prolongar
CP//BM

2) /\.BGN = /\. NPC (caso ALA)

GN=NP=a, |BG=PC..()
3) Teorema de los Puntos Medios
AG = GP = 2a
GM = “Z=b[= Pq=2b
...(II)
4) BG = PC = 2b L.g.q.d.
TRIANGULOS NOTABLES
(a: constante)
30 459
avz
avs 2a a
n 457
1 60° e—— g —¥

TRIANGULO DE 30° Y 60°

En un tridngulo equilatero ABC de

AN hasta P tal qud

lado 2a, trazamos la altura BH vy
observamos que AH = HC = a
B
400 Teorema de
Pitagoras.
2a X X2 + a2 =
(2a)2
X2 + a2 = 4a2
<] 2 = 2
\60 —l X 3a
N c|X=a-3

GEOMETRIA

Enel [\. BHC (300 y 600) el cateto
adyacente a 60° mide la mitad de la
hipotenusa.

TEOREMA 1

Si un cateto mide la mitad de la
hipotenusa, entonces el angulo agudo
adyacente a dicho cateto mide 600°.

o = 60°
Demostracion:
1) Trazar la mediana BM
2) A ABM Equilatero
o = 60° L.g.q.d.

TRIANGULO RECTANGULO
ISOSCELES
En un cuadrado ABCD de lado, a,
trazamos la diagonal BD, observamos
que el triangulo BAD es isOsceles.

B C

45° Pitagoras
a X X2 =a2 + a2

X2 = 2a2
X =a-/2
A—l AN 57 D
hﬁ

En el BAD (459) la hipotenusa es

/2 veces el largo de un cateto.

TEOREMA 2
En un tridngulo  rectangulo

isosceles, el cateto es xﬁ/Q veces el
largo de la hipotenusa.
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Demostracion
450 Pitagoras
a X2 + x2 = a2

X 2x2 = a2
4x2 = 2a?

- 450> 2X = a+/2

X
X = a\/§
2
TEOREMA 3

Si la base de un tridangulo isdésceles

es /2 veces el largo de cada uno de los

dos lados congruentes, entonces el
angulo opuesto a la base es un angulo
recto.

Cumple Pitagoras

o} a2+ a2 = (a\/§)2
a a
o = 909
avz
TEOREMA 4

La altura relativa a la hipotenusa
de un tridangulo rectdngulo de 15° y 750
mide la cuarta parte de la hipotenusa.

HC=2a+a\E

HC=a(2+ /3
AH=2a—a\E
AH = a(2 - /3)

A v v C
| 2a } 2a |
| 4a {
Demostracion:
1) Trazamos la mediana BM
BM = AQC ....... (1)
2) D\ BHM (300 y 600)

3)

BH= "M . (I1)

IenlIl

BH = A€
EJERCICIOS

. En un tridngulo ABC la medida del angulo

exterior en el vértice A es el triple de la
del
mediatriz AC interseca a
Calcular BP, si BC - AB = 9.

A) 3 B) 6 C) 9
D) 4 E) 5

ademas la

BC

medida angulo C,

en P.

El tridngulo ABC es isdsceles, AB=BC y la
altura trazada desde C mide 10. si P es
un punto cualquiera del lado R, calcular

la suma de las distancias de P a los lados

congruentes.

A) 5 B) 6 C) 8

D) 10 E) 15

En un triangulo ABC,
m< A=105° m<C=250y AB = 6.

Si la mediatriz de AC interseca a BC en
P, calcular PC.

A3 B)4 C)5
D)6 E)7

. En un tridngulo rectangulo ABC, recto
en B, se sabe que AC=10 vy

m<C=26,59. calcular la medida de la
altura BH.

A)3 B)4 )5
D)6 E)7
En un tridngulo rectdngulo, la

bisectriz interior del angulo agudo
mayor y la mediatriz de la hipotenusa
se intersecan en un punto sobre el
cateto mayor. Calcular la medida de
uno de los angulos agudos.
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A) 75° B) 60° C) 530
D) 450 E) 370

6. En un triangulo ABC, AB=6 y AC=09.
Por B se traza BP perpendicular a la
bisectriz interior AF. Si N es el punto
medio de ﬁ, calcular PN.

A) 2,5 B)1 C) 3,5
D) 2 E) 1,5

7. En un triangulo ABC se traza la
mediana BM tal que la m<ABM=50° y
m<MBC=65°. Si AB=18, calcular BM.
A) 6 B) 8 C) 9
D) 12 E) 6.3

8. En un tridngulo ABC, en AB y BC se
ubican los puntos P v Q
respectivamente tal que: AC =
QC, mZABC = 50°; m«ZBAC = 70°;
m«ACP = 55°; calcule la mzQPC.

A) 15° B) 30° C)37°
d) 45° e) 53°

9. ABC es un tridngulo obtusangulo,
obtuso en A, se traza la bisectriz
interior BD, si mZBAC = 2m/ADB,
AB = ay CD = b. Calcular BC.

A) a+b B) 2a+b C) a-b
D) a+2b E) 2a+2b

10. ABC es un tridngulo rectangulo, recto

en B, en la prolongacion de BA se
ubica el punto P y en el exterior

relativo a AC se ubica el punto Q, tal
que BP L PQ, si AC = AP + PQ y

m/ZBAC = 2m/PQA. Calcular Ia
mZACQ
A) 30° B) 37° C)45°

D) 60° E) 75°

11.

12.

13.

14.

GEOMETRIA

ABC es un triangulo rectangulo, recto
en B, en él se trazan; la altura BH y

la ceviana interior BE, tal que AB =
BE = 8, en el interior del tridngulo
BEC se ubica el punto P, tal que
m«EPC = 90° y m£ZECP = m«PCB, si
BC - CE = 6. Calcular PH

A) 3 B) 4 C)5
D) 6 E) 8
Dado un tridangulo rectangulo ABC tal

que AB = BC, interiormente se ubica
el punto P, si: BP = 3, PC = 7,
m~«BPC = 90; calcule AP.

A) 3 B) 4 C) 5
D) 6 E) 7
Dado un triangulo ABC en la cual la

bisectriz interior AE y la altura BH
se intersecan en P. Tal que

m«PCH = 15° y en AH se ubica el
punto Q, si QP L PC; QC = 2(BP),
calcule la m<ABP.

A) 15° B) 30° C)45°
d) 53° e) 60°

Se tiene un triangulo ABC en la cual
se traza la mediana CM vy la ceviana
AN las cuales se intersecan en T, tal
que MT =TCy TN = 5u, calcule AT.
A)10 B) 15 C) 20

D) 7,5 E)10

http://www.academiaauge.com

CUESTIONARIO DESARROLLADO



ACADEMIA AUGE

GEOMETRIA

POLIGONOS Y CURDRILATEROS

DEFINICION:

Sean Pi, Py, P3, Pa,...... Pn-1, Pn puntos
distintos en el plano y no colineales con
n>2. La union de los segmentos P; P,
P2,P3, ...l , Pn1Pn, PnP1, recibe el
nombre de POLIGONO, Si los
segmentos tienen las  siguientes
propiedades:

- Dos segmentos con un punto
comun no deben ser
colineales.

- Dos segmentos cualesquiera
sOlo pueden interceptarse en
sus extremos.

P

n-1

En la figura, la parte punteada indica
otros posibles puntos y segmentos
puesto que n es un numero natural
cualesquiera igual o mayor que 3.

ELEMENTOS DEL POLIGONO

- Los puntos Pi, Py,....... ,Pn se
llaman verticales del poligono.

- Los segmentos PPy, P2P3, ....,
Pn-1, PnP1, son los lados del
poligono.

- Dos segmentos con un Vvértice
comun determinan un angulo
al cual llamaremos angulo
interno del poligono.

- Un angulo es angulo externo
de un poligono si y solo si
forma un par lineal adyacente

con uno de los 4angulos
internos del poligono.

- Un segmento que une dos
vértices no consecutivos lo
denominaremos diagonal del
poligono.

- Un segmento que une los
puntos medios de dos lados
cualesquiera, lo Illamaremos
diagonal media del poligono.

OBSERVACION: En un poligono de n
lados existen n vértices, n angulos
internos.

NOTA 1:
Todo poligono divide al plano en tres
subconjuntos de puntos:

- Puntos interiores al poligono.

- Puntos exteriores al poligono

- Puntos que pertenecen al
poligono.

Un punto esta en el interior de un
poligono si esta en el interior de cada
uno de los angulos internos del
poligono, y estd en el exterior, si no
esta ni en el interior ni en el poligono.

PUNTOS DEL POLIGONO

PUNTOS
EXTERIORES

PUNTOS
INTERIORES

NOTA 2.

El perimetro del poligono es igual a la
suma de todos sus lados.
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NOTA 3.

Regién poligonal es una figura formada
por los puntos del poligono y los puntos
interiores al poligono.

CLASIFICACION DE POLIGONOS

Los poligonos se clasifican en:

a) Por el niumero de lados

Tridngulo 3 lados
Cuadrilatero 4 lados
Pentagono 5 lados
Hexagono 6 lados
Heptagono 7 lados
Octagono 8 lados
Nonagono o Eneagono 9 lados
Decagono 10 lados
Endecagono o Undecagono 11 lados
Dodecagono 12 lados
Pentadecagono 15 lados
Icosagono 20 lados
Los poligonos restantes se Ilaman
segun su numero de lados. Por

ejemplo: poligono de 14 lados, poligono
de 25 lados, etc.

b) Por su forma
1. Poligono Convexo:
Es interceptado en sélo dos puntos

por una recta secante.

3%,

Poligono no Convexo
Es interceptado en mas de dos

puntos por una recta secante.

LRATAVAVA

GEOMETRIA

3. Poligono Equilatero:
Es aquel poligono cuyos lados son

todos congruentes.Ejemplo:

<>V

Poligono Equiangulo
Es aquel poligono cuyos angulos
internos son todos congruentes

7 0
120° 1200
120°
1200 120°
| N
5. Poligono Regular

Es aquel poligono que es a la vez

equiangulo y equilatero.

120°

Ejemplo:
] —3 0
60°
60° — 60° 0 — [
6. Poligono No Regular
(Irregular)

Es aquel poligono que no cumple
las condiciones del poligono
regular.

7
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FORMULAS GENERALES EN UN

POLIGONO DE N LADOS.

d: Numeros de diagonales que se
pueden trazar desde un vértice.

d = N-3

D : Numero total de diagonales
que se pueden trazar.

N(N —3)
2

D=

Z : Numero de diagonales que se
pueden trazar desde “V” vértices

consecutivos.

(V+)(V+2)
2

Z:VXxN -

Si : Suma de las medidas de los
angulos internos

Si = 180° (N-2)

Se: Suma de las medidas de los
angulos externos

Se = 360°

FORMULAS PARA POLIGONOS
REGULARES DE N LADOS

i : Medida de un angulo interno

[ 180°(N-2)
N

e: Medida de un angulo externo

360°
e= —
N

GEOMETRIA

c : Medida de un angulo central

360°
c=
N
CUADRILATERO

Se llama cuadrilatero, al poligono de 4
lados.

Considerando la medida de sus angulos

internos pueden ser convexo o
concavo.

AWAN

CONVEXO

CONCAVO

Elementos:

1) Lados: AB,BC,CD y D

2) Vértices: A, B, Cy D

3) Angulos Interiores: X, Y, Z, W
4) Angulos Exteriores: «, B, v, 0.

Nota 1.
En todo cuadrilatero, la suma de las
medidas de sus angulos es 360°.
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CLASIFICACION DE
CUADRILATEROS CONVEXOS

Atendiendo al paralelismo de sus lados,
se clasifican en tres:
Paralelogramos,
Trapezoides.

Trapecios y

A) PARALELOGRAMOS.
Son aquellos que tienen sus
lados opuestos paralelos. Se
clasifican en:

Al. ROMBO. Llamado también
Losange. Es un paralelogramo
que tiene sus 4 lados
congruentes.

/

A2. Romboide. Es un paralelogramo.

> ——f

Y
PARALELOGRAMO
O h
ROMBOIDE
v

l< b N
™ 1

Rombo

o Losange

AN

|

A.3 Rectangulo. Llamado también
Cuadrilongo. Es un
paralelogramo que tiene sus 4
angulos rectos

: T

h

L b |

GEOMETRIA

A.4 Cuadrado. Es un paralelogramo
que tiene sus 4 angulos rectos y
sus 4 lados  congruentes.
(Poligono Regular de 4 lados).

/
| L]

[ 1 []

Nota 2.

Cuando en un problema se menciona
paralelogramo, se dibuja como un
romboide.

Nota 3

El Cuadrado es un rombo y también es
rectangulo.

Nota 4

De todos los rectangulos de igual
perimetro, el que tiene mas area es
aquel cuya diferencia de lados es
menor. Por lo tanto el que tiene area
maxima es el cuadrado.

PROPIEDADES DEL

PARALELOGRAMO

1. En todo paralelogramo, los
lados opuestos son
congruentes.

2. En todo paralelogramo, los
angulos opuestos miden
iguales y los angulos

adyacentes a un mismo lado
son suplementarios.

3. En todo paralelogramo las
diagonales se bisecan
mutuamente. (bisecan: se
cortan en su punto medio).
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Las diagonales de un 7. Las diagonales de un
rectangulo son congruentes cuadrado son congruentes,
(miden igual). perpendiculares y bisectrices
de sus angulos.
5. Las diagonales de un B
rectdngulo se interceptan en
su punto medio, o X = 90°
determinando 4 segmentos de 45 45°
igual longitud.
5 c / / AC = BD
0 0 X
45° 45°
0O
A D

/

B. TRAPECIOS.
Son cuadrilateros que tienen dos
A 5 lados opuestos paralelos y se les
Ilama base mayor y base menor.
Se sub-clasifican en 3:

OA=0B=0C=0D

B.1 Trapecio escaleno. Es aquel
6. Las diagonales de un rombo que tiene sus lados no paralelos
son perpendiculares entre si y desiguales.
bisectrices de sus angulos.

r'y C
BD : Diagonal mayor
AC : Diagonal menor
x = 90°
AO = OC - A

— D
BO = 0D B.2 Trapecm isosceles: Es aquel
‘ que tiene sus lados no paralelos
0 congruentes (miden igual).
0
r'y B
A0 o/ C o
0+ o =180°
h
l 1
ala
/ vy e
A

B.3 Trapecio Rectangulo. Es aquel
que tiene dos angulos rectos.
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w
0

> O
A D

Nota 5.
Cuando se dice altura del trapecio,

se sobrentiende que es la distancia

entre las bases.

Nota 6.
Mediana del trapecio: Es el
segmento que une los puntos
medios de los lados no paralelos.

Nota 7.
Los angulos adyacentes a una
misma base de un trapecio
isdsceles y los angulos opuestos
son suplementarios.

PROPIEDADES DEL TRAPECIO
I) MEDIANA DE UN TRAPECIO:

MN
B b c
AM=MB, CN=ND

M QN

> MN = a+b
A 0

D E
! a | b |

e atb—
Demostracion:
1. Se traza BN cuya prolongacidn

intercepta a la prolongacion de
AD en E.

GEOMETRIA

2. /\ BNC=z /\ NDE (caso ALA)

BC=DE=>b
BN = NE
3. VAN ABE Teorema de la base
media
MN = E
2
MN = a+2b l.q.q.d.

II) SEGMENTO QUE UNE LOS
PUNTOS MEDIOS DE LAS
DIAGONALES DEL TRAPECIO: PQ

B

| a-b

le a
Demostracion:

1) Se traza cQ cuya
prolongacién intercepta a AD

en E.
2) /\ Bac = /\ QED (ALA)
BC=ED =b
CQ = QE
3) ABE Teorema de la base
media
AE
PQ="
Q 2

PQ = a;b l.q.q.d.

http://www.academiaauge.com

CUESTIONARIO DESARROLLADO



ACADEMIA AUGE
C. TRAPEZOIDES

Son cuadrildteros que no tienen
ningun lado paralelo a otro. Existen
dos clases:

C.1 Trapezoide Simétrico:
Si una de sus diagonales es

mediatriz de la otra. La figura es
simétrico respecto al eje BD (lo que
ven al lado izquierdo de BD es igual
a lo que ven al lado derecho).

B

Trapezoide
Simétrico
(04 < . o
Bisosceles
AB = BC
// // a
77 77 AD = CD
o|e
D

c.2 Trapezoide asimétrico
Es aquel cuadrilatero que no tiene

ninguna simetria. I
B

A D
PROPIEDADES DEL TRAPEZOIDE

I) En todo trapezoide, al unir los
puntos medios de los lados

GEOMETRIA

consecutivos, se forma un
paralelogramo cuyo perimetro
es igual a la suma de las

diagonales de dicho
trapezoide.
CONVEXO CONCAVO

1) MNPQ es paralelogramo cuyo
perimetro es igual a la suma de
las medidas de las diagonales.

Perimetro (MNPQ) = (AC + BD)

2) El drea del paralelogramo MNPQ
es igual a la mitad del area del
cuadrilatero ABCD.

3)En el cuadrildtero convexo se
cumple que:

Area(MBN)+Area(PDQ)=Area(AMQ)+Area(PCN)

4)En el cuadrildtero céncavo se
cumple que:

Ara(MBN)-Area(PDQ)=Area (AMQ)+Area (PCN)

C
I1) B 7
3
o
'V,
A - — D
X = mA +mD
2
Demostracion:

1) [ \ABCD 2 o + 20 +
mA + mD = 3600

mA+mf)

Mitad a+0+ =1800° (I)
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2) /\ BEC
a+ 0 FX=1800 (11)

3) II-1
o +606+ X =oa+ 6+
mA +mD

X= ——"|Lq.q.d.

ITI

Demostracion:
1) ABADP Z=a+mA +0 (I)

2) [\ BCDP

Z+a+mC +0= 360° (IT)
3) I+ 11

2Z+0.+mC +0=a + mA + 0 +
3600

2Z + mC - mA = 3600

Mitad z+mC;mA= 1800 (III)
4) X + Z = 1800 (IV)
5) IV=III X+Z=z+ TCtMA

X= —— " l.q.q.d.

Demostracion

1)

2)

3)

AN

I

N X +o=mA+a
II

EBCD O = X + a + mC

ITenll
X+X+o0+mC=mA +a

2X = mA - mC

X = ”‘A;mc l.q.q.d.
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EJERCICIOS

. Si la medida del angulo externo de
un poligono regular es “k” veces el
interior. Calcular “k” (k € Z).
A)ly3 B)ly2 OC1ly4
D)2y3 E)2vy4

. Es un poligono regular ABCDE... la
m< ACE =144°. éCuantas
diagonales medias tiene?

A) 100 B) 150 C) 160

D) 170 E) 190

. Los angulos interiores B, C y D de

un pentdgono convexo ABCDE
miden 70°, 160° y 50°
respectivamente. Las bisectrices
interiores de los angulos BAE vy

AED, forman un angulo que mide:

A) 30° B) 35° C)40°
D) 45° E) 50°

. En un hexagono  equiangulo
ABCDEF,BC=2,DE=1, CD=4y

AF = 3. Hallar su perimetro.
A)10 B) 15 C) 18
D)24 E) 28

nimero de
diagonales de cierto poligono y el
nimero de angulos rectos a que
equivale la suma de las medidas de
sus angulos interiores es 8.
éCuantos lados tiene el poligono?

A) 4 B) 5 C) 8

D)12 E) 18

. Las medidas de los angulos interiores
de dos poligonos convexos regulares
se diferencian en 20° y las medidas de
los angulos exteriores suman 100°.
¢Cuantas diagonales tienen el poligono
de mayor numero de lados?

A) 27 B) 18 C) 32

D) 40 E) 52

. Se tienen dos poligonos regulares
cuyos numeros de diagonales se
diferencias en 342 y cuyas medidas

10.

11.

12.

13.

GEOMETRIA

de sus angulos, centrales estadn en
la relacion de 2 a 3. Hallar la
diferencia de las medidas de sus
angulos interiores.

A) 5° B) 25° C)10°
D) 40° E) 50°
. El  perimetro de un octagono
equidngulo ABCDEFGH es 4+4./2,
dicho poligono tiene dos tipos
diferentes de lados los cuales se
presentan en forma alternada.
Hallar AF +BG.

A) 2+.2 B) 3.2 C)3+-2
D) 3+2/2 E) 4+2.2

Calcular el angulo central de un

poligono regular en donde al disminuir
el numero de lados en 2 maximos
numeros de diagonales disminuye en
15.

A) 30° B) 45° C)36°
D) 70° E) 90°
En un trapecio ABCD;

mM<A=m<B=90; las bisectrices interiores
de los angulos C y D se intersecan en P.
Calcular AB, si la distancia desde el punto P
a (b es4.

A)6 B)8
D)12 E)16

)10

En un rombo ABCD, se traza BH «

AD, tal que AH = HD, calcular
m<C.

A)30° B)45° C)400

D)60° E)75¢

En un trapecio ABCD se sabe que:
m < B =2m < D; BC = 4; AB = 5.
Calcular la medida de la base mayor
AD.

A)6 B)7 C)8

D)9 E)10

En un romboide ABCD se traza la
bisectriz om (M en ®&). Si AB = 6,
calcular la medida del segmento que
une los puntos medios de AM y BD.

A)2 B)3 C)4
D)5 E)2.3
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CIRCUNEER

CIRCUNFERENCIA:

La circunferencia es el lugar geométrico
de los puntos de un plano que
equidistan de un punto del mismo plano
[lamado centro.

Lugar geométrico

Es el conjunto de puntos que gozan de
una misma propiedad.

La circunferencia divide al plano en tres
subconjuntos de puntos:

O Puntos interiores a la circunferencia
O Puntos exteriores a la circunferencia
O Puntos de la circunferencia.

PUNTOS
INTERIORES

CiRCULO

Es la figura formada por los puntos de
la circunferencia y los puntos interiores
a la circunferencia.

ELEMENTOS

N

GEOMETRIA

CIAL

Radio:
Es el segmento que une el centro
con un punto de la

circunferencia(figura OQ, Cﬁ).

Arco:
Es aquella parte de circunferencia

limitada por dos puntosde dicha
circunferencia (figura: AB)

Cuerda:

Es el segmento que une dos
puntos cualesquiera de |la

circunferencia (figura E).
Diametro o Cuerda Mayor:

Es la cuerda que pasa por el
centro y es el doble del radio.

(figura %).
Recta Secante:

Es cualquier recta que corta a la

circunferencia en dos puntos
>

(figura RS).

Recta Tangente.

Es aquella recta que tiene un sélo
punto en comudn _con la
circunferencia (figura: PQ).

Flecha o Sagita.

Es el segmento que une a los
puntos medios de la cuerda vy el
arco de menor longitud que
subtiende dicha cuerda.

(figura: W)
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TEOREMAS FUNDAMENTALES

a) El radio trazado con respecto
al punto de tangencia, es
perpendicular a la recta
tangente que la contiene.

oT JJ_RT

O

r
b) En toda circunferencia, un
diametro 0 radio es

perpendicular a una cuerda.
Si y solo si pasa por el punto
medio de dicha cuerda.

Si: AB _L MN
Entonces

MH = HN

M H N
B
C) En toda circunferencia a
cuerdas congruentes se
oponen arcos congruentes y
viceversa.
__ __ B &
Si: AB=C
VA VY
AB = CD
A D

GEOMETRIA

d) En toda circunferencia, los
arcos comprendidos entre
cuerdas paralelas son
congruentes (miden iguales).

NN

o
20 20,
p & C
Si AB // CD
Entonces
7N 7N
AD = BC

e) Si AC es didmetro de una
semicircunferencia y B es un
punto cualesquiera de dicha
semicircunferencia, entonces
mABC = 90°

Demostracion

AABC a+a+60+0=180°
20 + 20 = 1800
Mitad o + 6 = 900°

AN
l.g.q.d.| mABC = 90°
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MEDIDA DE ANGULOS EN LA

CIRCUNFERENCIA
CLASIFICACION:
Segun la posicion del vértice del
angulo:
1. Angulo Central:

2.1

2.2

2.3

Cuando tienen su vértice en el
centro de la circunferencia

Angulos Excéntricos:
Cuando no tienen su vértice en el
centro de la circunferencia. Estos
se clasifican en periféricos,
internos y externos.

Angulos Periféricos:

Son los que tienen sus vértices
en la circunferencia. Pueden ser
inscrito, semiinscrito y exinscrito

Angulos internos:
Son los que tienen sus vértices
en el interior de la circunferencia.

Angulos externos:
Son los que tienen su vértice en
el exterior de la circunferencia.

DEFINICIONES:

1.

ANGULO CENTRAL

Es aquel angulo que tiene su
vértice en el centro de la
circunferencia, sus lados
contienen cada uno un radio y su
medida es igual al arco
comprendido entre sus lados;
siempre y cuando esta medida
del arco sea angular.

GEOMETRIA

O = Centro

~
o = mAB

ANGULO INSCRITO

Es aquel cuyo vértice es un punto
de la circunferencia, sus lados
contienen cada uno una cuerda y
su medida es igual a la mitad de
la medida del arco que subtiende
sus lados.

A
/
B ) 0LzmAC
2
C

ANGULO EXINSCRITO

Es el suplemento de un angulo
inscrito, su vértice se encuentra
en la circunferencia, un lado
contiene una cuerda y el otro
lado la parte exterior de una
secante y su medida es igual a la
mitad de la medida de todo el
arco que no corresponde al
angulo inscrito.

20

6 = Angulo
Exinscrito

C —
P B\/ o= MASC
2

Demostracion
0 + a = 180°

20 + 20 = 360°
20 + m/A\C = 3600°
20 = 36/(13 - r;\AC
20 = mABC

http://www.academiaauge.com

CUESTIONARIO DESARROLLADO



ACADEMIA AUGE GEOMETRIA

tangente o dos tangentes. En
— éste ultimo caso se llama angulo
g MABC circunscrito.

2 La medida del angulo exterior es
igual a la semidiferencia de las
medidas de los arcos que

4. ANGULO SEMINSCRITO: subtienden sus lados.
Su vértice se encuentra en la
circunferencia, un lado es una a) Lados Secantes

tangente y el otro contiene una
cuerda y su medida es igual a la
mitad de la medida del arco que
subtienden sus lados.

A
o = Centro
L: tangente
L
D VS
B o =mAB
2

5. ANGULO INTERIOR
Su vértice se encuentra en el

: D _ ) _ )
interior de la circunferencia, esta = AZ—D
formado por dos secantes que
contienen dos cuerdas que se
cortan y su medida es igual a la
semi suma de los arcos c) Lgdos _tangentes (Angulo
interceptados por él y por su circunscrito)
opuesto por el vértice.

A ) V)
: o = AnC-AC (1)
0 2
i C
6. ANGULO EXTERIOR De la figura:

Su vértice se encuentra en el
exterior de la circunferencia, —~ —~
pudiendo ser sus lados dos AnC = 360° - AC
secantes, una secante y una
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Reemplazando en la férmula tenemos:

—

o+ AC = 180°

(2)

Andlogamente:

I/

o = AnC - 180° | (3)

De las tres férmulas para &angulo
circunscrito, la mas utilizada es la
formula (2).

ARCO CAPAZ

Es el lugar geométrico de todos los
puntos que unidos a dos puntos fijos
determinan  angulos constantes e
iguales al angulo dado. El arco capaz es
un arco de circunferencia y el segmento
que une a los puntos fijos se
denominan cuerda capaz o segmento
capaz.

Arco Capaz

. ACDEFB: Arco capaz de todos
los angulos que miden o°

o AB: Cuerda capaz

. El arco capaz de |los
angulos de 90° es una
semicircunferencia.

GEOMETRIA

PROPIEDADES
1. Las medidas de los angulos
opuestos de un cuadrilatero
inscrito suman 180°

Demostracion:
Por angulo inscrito

Suma: o+0 =

o+t = ——

a+6 = 180°

2. En dos circunferencias
tangentes interiores cumple:
MmAB = mBC

Py T: Puntos de Tangencia
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Demostracion:

o= 'I'AerAl3 (Angulo Seminscrito)
PN

o= @ (Angulo Interior)

Igualando

—~ o~ T

TA+AB TA +BC
2 2

I/~ TN

AB = BC

l.q.q.d.

3. En dos circunferencias tangentes
exteriores cumple:

P
mABC = 909

Tangente

A, By C: Puntos de Tangencia

Demostracion:
/\ ABC o+ o +6+0=1800
2a + 206 = 1809°

Mitad o + 6 = 900

~
l.g.q.d. |mABC = 90°

GEOMETRIA

4. El lado de un pentagono regular
subtiende un arco de 72°

PN

'&g= 360°
5
E C | AB =720
D
5. Si una cuerda mide igual que el

radio entonces dicha cuerda
subtiende un arco de 60°

Demostracion
1) Por hipédtesis
AB = Radio

2) Trazamos los radios OA y OB

3) El trigngulo AOB es equilatero
mAOB = 60°

4) Angulo Central

l.g.q.d. mAB = 60°
6. El lado de un hexagono regular

subtiende un arco de 60° y la
medida del lado del hexagono
regular es igual a la medida del
radio.

A B

E D
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EJERCICIOS

1. En la figura Hallar “6”
NN

L0007

\_/

A) 18° B) 20° C) 360 D) 480 E) 720

2. SiAC = 42
Hallar IQ

AN
L/

)2 B)2.2 C)3.,2 D)4 E)6

I: Incentro.

3. En el grafico mostrado. Hallar el
valor de “x”

SRy
v

A) 80° B) 90° C)100¢°
D) 110° E) 1200
4. En la figura mostrada, hallar el

valor de “x”

GEOMETRIA
A) 1009 B) 1200 C) 1400
D) 1500 E) 1600

5. Segun el grafico
m DTC = m CE = 2x. Hallar “x”

A

D
A) 300 B) 400 C) 500
D) 60° E) 700

6. Hallar "x” si A, B y T son puntos
de tangencia.

A
-
p
X
B
A)B-2a B) a-p Cla+p
D) 2« E) 2B

7. Hallar pPQ, si AP = 4m,
punto de tangencia

n PII eS

A) 2m
D) 5m

B) 3m
E) 6m

C) 4m
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8. Calcular “x”, si Ay B, son puntos
de tangencia.

A) 80°  B) 60°
D) 40° E) 50°

C) 70°

9. Calcular “*x”, si: P, R, S, Ty M.
Son puntos de tangencia.

A) 10°  B) 15°
D) 30° E) 20°

C) 35°

10.Calcular la mEF, si AB = 2BC Yy
“0” es centro.

A) 50°  B) 60°
D) 40°  E) 30°

C) 80°

GEOMETRIA

A\Y 4

11.Calcular “x”, si mAB = 150°
("T” punto de tangencia)

L%

A) 15°  B) 20°
D) 45°  E) 60°

C) 30°

12.Se tiene una semicircunferencia de
diametro AB; en el arco AB se
ubican los puntos D y C tal que la
distancia de dichos puntos hacia el
diametro son 4 y 3; calcule la
medida del angulo entre bc y AB si:
m DC =90°
A) 16° B) 20°
D) 53°/2 E) 8°

C) 37°/2

13.Dado un paralelogramo ABCD la
circunferencia que contiene a los
puntos B, A y D interseca a BCen
M. Calcular la m £ BAD, si AB =5
y MC=6
A) 37° B) 53° C)74°
D) 100° E) 78°
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GEOMETRIA

@Jﬂiﬁlﬂwﬁmﬁ RENCIAII

POSICIONES RELATIVAS DE DOS
CIRCUNFERENCIAS

Dos circunferencias de centro O; y O3
en un mismo plano y de radios Ry r

respectivamente, pueden tener Ilas
siguientes proposiciones.
1 Circunferencias Exteriores:

Si la distancia entre los centros
es mayor que la suma de sus
radios.

d>R+r

2. Circunferencias tangentes

exteriores
Es la distancia entre los
centros es igual a la suma de
los radios.

d=R+r

T : Punto de Tangencia

e El segmento que une los centros
pasa por el punto de tangencia.

e La recta tangente comun interior a
ambas circunferencias es
perpendicular al segmento que une
sus centros.

Circunferencias Secantes

Su la distancia entre los centros es
menor que la suma de los radios y
mayor que su diferencia.

Li:

Lz!

A

SN

d =01 02

B

R-r<d<R+r

Existencia del tridngulo

Tiene dos puntos comunes (A y B)
La cuerda comun AB_es
perpendicular al segmento que
une los centros

Circunferencias Ortogonales

Si el cuadrado de la distancia
entre los centros es igual a la
suma de los cuadrados de los

radios. L

2

d2 = R2 +r2
N
mO01BO2 = 90°
Recta tangente a la
circunferencia de centro O, en el
punto B
Recta tangente a la

circunferencia de centro O; en el
punto B
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Circunferencias tangentes
interiores

Si la distancia entre los centros
es igual a la diferencia de los
radios.

L : Tangente comun

L

A

T : Punto de Tangencia

*

La recta que pasa por los
centros, también pasa por el
punto de tangencia y es
perpendicular a la recta tangente
comun.

Circunferencias Interiores

Si la distancia entre los centros
es menor que la diferencia de los
radios.

Fot)

Los puntos de una de ellas
(circunferencia de centro O3)
son interiores a la otra.
(Circunferencia de centro O1)

1.

B B C
r
r
A
cC A D

GEOMETRIA

Circunferencias concéntricas
Si la distancia entre los centros
es cero, es decir, sus centros
coinciden. (Tienen el mismo
centro).

A B

N~

M : Punto de tangencia

[~ OMB : PITAGORAS

2
[ABJ +r’=R?
2

2
ﬁ = R2 -¢r2
2

£:\/R2 _r2

2

AB = 2 /R? -r?

TEOREMAS RELACIONADOS A LA
CIRCUNFERENCIA

Circunferencia Inscrita
Se dice que una circunferencia esta
inscrita en un poligono, si se
encuentra en el interior de éste y sus
lados son tangentes a dicha
circunferencia. A su radio se le llama
INRADIO.

. r : INRADIO

http://www.academiaauge.com

CUESTIONARIO DESARROLLADO



ACADEMIA AUGE
. /\ ABC :

Tridngulo
circunscrito

o D ABCD : Cuadrilatero
circunscrito

° La circunferencia es inscrita

2. Circunferencia Circunscrita
Es aquella circunferencia que
pasa por todos los vértices de un
poligono. A su radio se le llama

CIRCUNRADIO.
B
B——XC
AN___C A< _’D
° R : Circunradio

O : Circuncentro
AABC : Triangulo inscrito
DABCD : Cuadrilatero inscrito

° La circunferencia es circunscrita.

3. Circunferencia Exinscrita
Se dice que una circunferencia es
exinscrita a un tridngulo, si se
encuentra en el exterior de dicho
triangulo y es tangente a un lado
y a las prolongaciones de los
otros dos lados. A su radio se le

llama EXRADIO.F

A C E
F, T y E: Son puntos de

tangencia.

GEOMETRIA

. ra : Exradio Relativo al lado

C
. Z ABC : Triangulo exinscrito
o En todo tridngulo, hay tres
circunferencias exinscritas.

TEOREMAS DE TANGENTE

1. Las tangentes trazadas desde un
punto exterior a una circunferencia
son congruentes.

Demostracion:

> OAP = I>. OBP (4° caso)

PA = PB

2. Los tangentes interiores comunes a
dos circunferencias exteriores son
congruentes y la recta que pasa por
los centros también pasa por el
punto de interseccion de dichas
tangentes.

l.q.q.d.

Demostracion

1) PA =PD
2) PB = PC
Sumando:

PA+PB=PD + PC

l.9.q.d.
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3. Los tangentes exteriores comunes a
dos circunferencias son congruentes
y su punto de interseccion se halla
sobre la recta que pasa por los
centros.

2 AB = CD

D
Demostracion

1) PA = PD

2) PB = PC
Restando

PA - PB = PD - PC

lqqd.

TEOREMA DE PITOT

En todo cuadrilatero circunscrito a una
circunferencia o circunscriptible, se
cumple que la suma de las medidas de
dos lados opuestos es igual a la suma
de las medidas de los otros dos lados.

AB + CD = BC + AD

A n m D

Demostracioén

AB=Xx+n
CD=v+m
Sumando:

AB+CD=x+y+n+m
H_}\ )

GEOMETRIA
AB+ CD= BC + AD
lgqd

GENERALIZANDO:

En todo poligono circunscrito con un
numero par de lados, la suma de los
lados no consecutivos es igual a la
suma del resto de lados.

TEOREMA DE STEINER

En todo cuadrildtero exinscrito o
exinscriptible la diferencia de las
medidas de dos lados opuestos es igual
a la diferencia de las medidas de los
otros dos lados.

AB - CD = AD - BC

Demostracion

1)  AM = AN
AB + BP = AD + DR
AB + BC + x = AD + CD + x

AB - CD = AD - BC

l.q.q.d.

TEOREMA DE PONCELET

En todo tridngulo rectangulo la suma de
las medidas de los catetos es igual a la
medida de la hipotenusa mas la medida
del didmetro de la circunferencia
inscrita.
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m AB + BC = AC + 2r

r : Inradio

r r \
1k

BrHr— n 1 C
Demostracion
AB=m+r

BC=n+r

Sumando:
AB+BC=m+n+2r

1.q9.q.d. AB + BC = AC + 2r

PROPIEDADES

1. En todo tridngulo circunscrito se
cumple:

> m@ >
OO

y -’
Demostracion

1) 2x + 2y + 2z = perimetro (ABC)

2) mtad x+y+z=p
H_J
x+ AC =p
x=p-AC Iqqd
2. En todo tridngulo ex-inscrito se
cumple:
AP =AQ =p

GEOMETRIA

p : Semiperimetro del A ABC

Al c Y | Q
I p 1
Demostracion
Perimetro (ABC) = AB + BC + AC
=AB + x +y + AC
——
= AP + AP

Perimetro (ABC) = 2AP

Mitad

p = AP | Igqd

3. Circunferencias exinscritas relativas
al lado AB vy al lado BC, cumple:

FA = CE

F A C E
Demostracion

1) FA + AC = semiperimetro (AABC)
2) AC_+ CE = semiperimetro

(AABQC)
3) Igualando

FA + AC +/AC + CE

FA = CE| Iqqd
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4. Circunferencia exinscrita relativa
al lado AB vy
inscrita, cumple:

circunferencia

P XA x+a N b
Demostracion
PC = DC
X+x+at+b=a+y+y+b
2X = 2y
Mitad X =y
L.q.q.d.

5. La suma de las medidas de los
radios de las circunferencias
exinscritas relativas a los catetos
de un tridngulo rectangulo, es
igual a Ila medida de |Ila
hipotenusa.

Recomendaciones para resolver
problemas de angulos en la
circunferencia

dos  circunferencias
tangentes interiormente o]
tangentes exteriormente, por lo
general los datos estdn en una
circunferencia y la incégnita esta en
la otra, trace en estos casos por el
punto de contacto una tangente
comun.

1. Se tiene

C

GEOMETRIA

TANGENTE COMUN

2. Debemos tener en cuenta que la
medida del angulo semi-inscrito es
igual a la medida del angulo inscrito
que subtiende el mismo arco.

A PN AN
MACB = mABD

3. Debemos tener en cuenta que la
medida del angulo adyacente a
un angulo circunscrito es igual a
la medida del arco que subtiende
los lados de este ultimo.

~
6 = mAC

/K)
0
[0

C
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Demostracion

a : angulo circunscrito

0 £ o = 180°
mAC + o = 1809
Igualando:
7\
0 = mAC lgqd

CUADRILATERO INSCRITO

Es aquel cuadrildtero que tienen sus
cuatro vértices en una misma
circunferencia.

CASO | CASO Il CASO Il

o+ 6 = 180°

CUADRILATERO INSCRIPTIBLE

Es aquel cuadrildtero que puede
inscribirse en una circunferencia, para
ello debe cumplir cualquiera de los
casos de cuadrilatero inscrito o de la
propiedad, sin que se dibuje la
circunferencia. Ejemplo: El rectdngulo,
el cuadrado, el trapecio isosceles.

M
[ = -J v = e

m Ll | + (- e e

B

AW

N

D

GEOMETRIA

RECTAS ANTIPARALELAS

Dos rectas son antiparalelas con
respecto a los lados de un angulo,
cuando forman con los lados del
angulo, un cuadrilatero inscriptible.

ABCD: Cuadrilatero
inscriptible

EJERCICIOS RESUELTOS

1. Sobre la hipotenusa AC de un
triangulo rectangulo ABC se
construye exteriormente el
cuadrado ACEF de centro O.
Calcular la medida del angulo
OBC.

a) 309
d) 530

b) 36°
e) 60°

c) 450

Resolucion
B

AP 45° Cc

90°

F E

El cuadrilatero ABCO es inscriptible
ya que: mABC + mAOC = 180°
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Entonces:

S

x=450=%
2

Rpta. C

2. En la figura, calcular el
producto X.Y; si AB = 13,
BC = 15, AC=14, AQ = X, QC
=Y

a) 49
b) 30 A
C) 42

d) 56 0

e) 64

Resolucion:

1. Propiedad:

FB = EB = semiperimetro
(ABC)
FB = EB = 21
2. 13 +x =21
X =28
3. 15+4y=21
y==56
4, El Producto X .y = 48

Rpta

GEOMETRIA

3. En la figura mostrada. Hallar
la medida del segmento PQ. Si
ABCD es un cuadrilatero,
ademas: AB + CD = 24 cm,
BC + AD =40 cm

B
P
C
A Q D
a) 6 cm b) 8 cm c) 10 cm
d)12cm d) 16 cm
Resolucion
Incognita: PQ
Dato: AB + CD = 24
BC + AD = 40
1. PITOT AB + PQ =
BP + AQ
2. PITOT CD + PQ =
PC + QD
Suma AB+CD+2PQ=BC+AD
H_j H—j
24 + 2PQ =40
40-24
PO =
Q 2

PQ =8 Rpta.

EJERCICIOS
1. La hipotenusa y un cateto de un
triangulo rectdangulo miden 30 y 24.
Hallar el radio de la circunferencia
Ex - inscrita al otro cateto.
A) 10 B) 9 C) 7
D) 12 E) 8
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2. En la figura hallar “x” si “0” es

centro.
/

X° J
A) 300 B) 370 C) 450
D) 530 E) 600

3. En la figura mostrada, Hallar “x” (P
y Q son puntos de tangencia)

@Q\
X 20°

A) 300 B) 500 C) 700
D) 80° E) 850

4. En__la semicircunferencia hallar
m AT. Si "O” es centro.

A) 400 B) 200 C) 450
D) 600 E) 800

5. En el grafico mostrado hallar
m< FBE si m < EBD = 300°.

B C
lé f | §
O F
A) 150 B) 200 C) 250
D) 300 E) 600

A E

GEOMETRIA

6. Segun el grafico. Hallar “x”.
B

20°

X0

A 0 C

A) 60° B) 70° C) 80°
D) 90° E) 100°

7. Si AB = BC. Hallar “x”

A) 10° A

B) 20° 200

C) 30°

D) 40° DLy LJaN

8. Si La mediana de un trapecio
circunscrito mide 9u. Calcular su
perimetro.

A) 18 B) 36 C) 27
D) 45 E) 24

9. En un tridngulo ABC, recto en B se
traza la altura BH vy las bisectrices
BM y BN de los angulos ABH y CBH
respectivamente. Si MN = 4.
Calcular la longitud del inradio del
triangulo ABS
A) 4 B) 2 C) 8
D)1 E) 12

10.La circunferencia inscrita en un
triangulo rectangulo ABC recto en B,
en donde BC > AB, es tangente en N
a AB y en P a BC. Exteriormente se
construye el trapezoide BCED en el
cudl la circunferencia inscrita es
tangente en M a BD y en Q a BC.
Hallar PQ si ED = 5, AC = CE y
DM + AN =3
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A) 1 B) 1,5 C) 2
D)2,5 E)3

11.Calcular la longitud de la hipotenusa

de wun tridngulo rectangulo
perimetro 30, si el radio de

circunferencia inscrita a dicho

triangulo mide 2.
A)10 B) 15 C) 13
D)17  E) 20

12. De acuerdo al grafico AB = BC.
Calcule EM, si NC = 8cm. (Ay D

son puntos de tangencia).

A) 4cm A
B) 6cm

C) 8cm

D) a/2cm

E) s/2cm E B

13.Dado un trapecio isésceles ABCD
(BC//AD) circunscrito a una

circunferencia de centro O.

prolongacion de BO interseca a AD
en P. Si AP=2PD, calcular m< BAD.

A) 45° B) 60° C)75°
D) 63,5° E) 72,5°

14.Si, la suma de las medidas de los
arcos AB y CD es igual a 160°.
Calcule el valor de x. (A, B, Cy D
son puntos de tangencia).

A) 40°
B) 50° ‘ B
or (L)
D) 80° N
£)90° A

GEOMETRIA
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GEOMETRIA

PROPORGIONALIDAD

CONCEPTO DE
PROPORCIONALIDAD:
Relativo a proporcion.

RAZON GEOMETRICA

Dado dos numeros racionales a y b
diferentes de cero, la razén geométrica
entre estos dos numeros es el cociente
a/b.

PROPORCION GEOMETRICA
Si a/b y ¢/d son dos razones iguales, la
proporcion geométrica es a/b = c¢/d, se
lee “a esabcomocesad”.

ALGUNAS PROPIEDADES DE LAS
PROPORCIONES GEOMETRICAS

Dada la proporcion a/b = c/d se
cumple:
1. a.d=c.b

2. (a+c)/(b+d)=a/b;(a-c)/(b-d)=a/b
3. (a-b)/b=(c-d)/d; (a+b)/b=(c+d)/d

PROPORCIONALIDAD ENTRE
LONGITUDES DE SEGMENTOS
Sean los segmentos de longitudes:

a/b=c/d

Luego Proporcién

PARALELAS EQUIDISTANTES

Si sobre una recta se toman puntos
equidistantes y por ellas se trazan
paralelas, cualquier recta secante que
intercepte a dichas paralelas quedara

dividida en partes iguales.
At

o

RE L

a

0
Cfoc ﬁ\G g L,
£ £\
DA a a \ H, L,
EF = FG = GH \

TEOREMA DE THALES

Tres o mas rectas paralelas al ser
interceptados por dos o mas rectas
secantes determinan segmentos
proporcionales.

A
v

A

v

A

A

a=2u Y
a
b =3u [ U u u
I I I |
b
c=4u [ u u u u |
I } } } 1
c
[ U U u u u u
= I 1 1 1 1 1
d = 6u d

) A/ \D , AB_DE
BC EF

. B E __ BC _FEF
) " AC DF
AB DE

C F AC DF

A

v

\

COROLARIO DE THALES

Toda paralela a un lado de un tridngulo que
intercepta a los otros dos lados, lo divide en

partes directamente proporcionales.
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DE//AC
. BD _BE
DA EC
BD BE DE
D E -
AB BC AC
bA_EC
BA BC
A C

TEOREMA DE LA BISECTRIZ

Bisectriz interior ﬁ

Bisectriz exterior BF

GEOMETRIA

TEOREMA DEL INCENTRO

B Bl c+a

D b

a I : Incentro

A D C
| b |
CALCULO DE LA BISECTRIZ A LA
HIPOTENUSA

Bisectriz interior: BD = X

c

TEOREMA DE MENELAO
a.b.c = d.e.f
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TEOREMA DE CEVA CRITERIOS DE SEMEJANZA DE
la.b.c=d.ef] TRIANGULO
b__,

1. CASO AAA.- si dos triangulos
tienen 2 angulos que miden
respectivamente iguales.

B
SEMEJANZA DE TRIANGULOS S
Dos triangulos se llaman semejantes o )
A C D F

cuando sus angulos miden
respectivamente iguales y los lados
homodlogos proporcionales.

A ABC ~ A DEF

Lados homologos.- Son lados 2. CASO LAL.- Si dos tridngulos
opuestos a los angulos tienen 2 lados proporcionales y
respectivamente congruentes. los angulos comprendidos miden
iguales
K - constante de
proporcionalidad. AB _AC _ K
DE DF

AB BC AC

DE EF DF _ B
B Kc E
A
o
ke ka £ A Kb C D b F
C a
A e c DA,O - A ABC ~ ADEF |

3. CASO LLL. Si dos tridngulos
tienen 3 lados proporcionales
(ver figura uno de semejanzas de
Tridngulo)

A ABC ~ A DEF
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HACES ARMONICOS

Se llama haz arménico todo sistema de 3.
4 rectas concurrentes en O (AMBN) que _a.b
pasan por los puntos A.M.B.N. de una X = a+b

cuaterna armonica

a
b
X
A MY B N ™
4, ABCD es trapecio, FE//BC
Corolario.- Toda seccion rectilinea
AMBN de un haz arménico, constituye
una cuarterna armodnica de puntos. FO = OE = a.b
B C a+b
PROPIEDADES DE SEMEJANZA
1.
2 —
o X% = a.b = E -
M -
a+b
o
X
o A D
Al a | D C
| b |
2.
a2 = c (b+c)
B
C a
20
) a POLIGONOS SEMEJANTES
A b c
Dos poligonos son semejantes si sus
angulos correspondientes son
congruentes y sus lados

correspondientes son proporcionales.
Asi, en la figura tenemos:
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AB BC CD DA

AB BC CD DA

X A=y anlls
X c=Xc|io

12 12
P
o @

Poligono ABCD ~ Poligonho A'B'C'D”

TEOREMA DE PTOLOMEO

En todo cuadrildtero inscrito o
inscriptible, el producto de |las
diagonales es igual a la suma de los
productos de los lados opuestos.

AC.BD = a.c + b.d

Demostracion:

- PN N
1.Trazar CE tal que mECD = mACB = 6

2. A ACD ~ A BCE

AC _ 3 L ACBE-ac
C BE

3. A ABC ~ A CED

AC_ b

— =AC.ED=b.d
d ED
Suma AC(BE+ED)= a.c+b.d
l.g.q.d AC BD =a.c+ b.d

TEOREMA DE VIETTE

En todo cuadrildtero inscrito o
inscriptible, la razén de las
diagonales es igual a la razén de las
sumas de los productos de los lados
gue concurren a sus extremos.

N

AC _cd+ab
BD ad+bhbc
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TEOREMA DE CHADU

En wun triangulo equilatero ABC
inscrito en una circunferencia, se
ubica un punto P sobre el arco BC
entonces cumple: la distancia del
punto P al vértice A es igual a la
suma de las distancias del punto P a
los vértices B y C.

A\/C

PA = PB + PC

Demostracion:

Teorema de Ptolomeo

PA./=PB.¢+ PC./

PA = PB + PC

GEOMETRIA

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Calcular FE. Si: FE//IAC,
perimetro del tridngulo FBE es
igual al perimetro del trapecio
AFEC, AB = 10, AC=BC=15.

a) 10 B
b) 11 /\
c) 12 F E
d) 13
e) 14 /
A C
Resolucion

A | C
| 15 {
Incognita FE = x

1.  THALES Y =%
10 15

Y= X......o1u (1)

2) A
E

F=10-y
C =15-x

3) Perimetro (FBE) = Perimetro (AFEC)
2x +y = 10-y + x + 15-x +
15
2X + 2y =40 ....(2)

4) Reemplazando (1) en (2)

X =12 Rpta. c
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Calcular FE, si A,B y E son
puntos de tangencia, R = 9, r
= 4 (R y r son radios)

a) 36/13 b)49/13 c¢) 63/13
d) 72/13 e) 84/13

Resolucion

Incognita: FE = x

1) THALES: FTE__f
HO R+r
X—r _ r N X = 2Rr
R-r R+t R+r
= 2(9)(4)—> X = 2 Rpta.
9+4 1
3. Calcular x
o0 | 60°
6 12

a)6 b)4 c)5 d)7 e)?2

Resolucion

1. Trazar E//@

2. THALES — 0
12 6+12
X =4 Rpta

4. Calcular BE. Si: AF =
BF=EC=2; AC=8,CD =4

B

3,

C

a)3 b)4 c)5 d)6 e)7

Resolucion B
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Teorema de Menelao

3.x.4

Il
N
| NIN)
—_
N

4 Rpta

5. Calcular CF. Si: AD=6; DC=3
B

A D C F
a)5 b)6 ¢)7 d)8 e)9

Resolucion:

= a
=d
=b
=e
F
(9+x) —!
MENELAO: abx =de (9 + x)
CEVA: ab3=de6
divido X _9+X
3 6
XxX=9 Rpta
6. En un tridngulo isdsceles ABC

(AB=BC) se traza la bisectriz
interior de A que intercepta a la
bisectriz exterior de B en P y a
BCenE.Si:BE=4y EC = 3.
Calcular AC.

GEOMETRIA

a) 4,25 b) 4,75 c) 5,25

d) 5,75 e) 6,25
Resolucion

P

1) Dato AB=BC =7
2) Dato BP//AB

AB =BP =7
3) AAEC ~ A BEP

0>x=17

a—>3 4

x = 5,25| Rpta

7. Calcular la altura de un trapecio

rectangulo cuyas bases miden 9
y 16, ademas, sus diagonales son
perpendiculares.

a) 10 b) 12 c) 15 d) 16 e) 25

Resolucion
B C
0
0
[\ ABC~ [\ BAD
h
0 >h=16
o a—9 h
o h2 = 144

A 16 D

h=12 Rpta.
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8. F\n un tridpngulo ABC, AB = 4,
AC=5 y mA = 2(mC) < 909°.
Calcular BC.
a)5 b)6 ¢)7 d)8 e)9

Resolucion B

E 4 A 5 c
| |
| 9 |
AEBC ~ A EAB
ao>XxXx=4 - X=6 Rpta
6—>9 X
EJERCICIOS

1. En un tridangulo ABC, la mediatriz
de AC corta a BC en P y a la
prolongacién de AB en Q. Si 2AB =
3BQy BP = 3.

Calcular PC.
A) 6 B) 7 C)7,5
D)8 E)9

2. SiAB =7y BC = 9 son los lados de
un tridngulo ABC, si la bisectriz
interior de B determina sobre AC
dos segmentos cuya diferencia de
longitudes es 1. Hallar AC.

A 10 B) 8 C)8,5
D) 9,5 E) 10,5

3. En la figura AQ = QB, si LT=4;
calcule LA. (T y Q son puntos de
tangencia)

A Q B
A)6 B)3 C)10
D)12 E) 9

GEOMETRIA

. En un tridngulo ABC se trazan las

cevianas interiores BF y BE tal que
los angulos ABF, FBE y EBC miden
37°, 37° y 53° respectivamente.
Calcular EC si AF = 4y FE = 3.

A) 18 B) 17 C) 14

D) 16 E) 21

. En un tridngulo ABC, donde BC =

2AB, se traza la altura BH, tal que
mZHBC = 3m«ZABH. Si AH = 2,
calcular HC.

A) 4 B) 6 C)8
D)10 E) 12

. En un tridangulo ABC, por el punto

F de AB se traza FG paralelo a AC (
G en BC) y luego se traza FP
paralelo a AG ( P en BG). Calcular
CGsiBP =5y PG = 3.

A) 3 B) 4,2 C)2,4

D)3,6 E)4,8

En un trapecio ABCD sobre AB y CD
se ubican los puntos P y Q
respectivamente tal que PQ // BC //
AD y 3QD = 5CQ. Hallar PQ si
ademas BC = 2, AD = 10.

A) 4 B) 5 C)6

D) 6,5 E) 8

En un tridngulo ABC se sabe que
AC = 12, BC = 10 se traza la
bisectriz interior CD y luego DM
paralelo a AC (M en BC). Calcular
DM.

A) 6 B)5 C)5,5

D) 6,5 E) 60/11

. En un tridngulo ABC, se traza el

paralelogramo AGDC (G es
baricentro de la regién triangular

ABC). M es punto medio de AC,
si AD y MDintersecan a BCen E vy

F respectivamente, calcular:
AE _MF
ED FD'
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A) 3/4 B)2/3 C)3/2
D) 3/5 E)2/5

10.Calcular NG, si FC=5, ABCD, EGEH
son cuadrados y BE//CG

A) 2 o
B) 3 B 3T
C)\/E—Z F N G
D) Jiz-1
E) Vis-2

A E D H

11.En un tridngulo ABC se traza la
bisectriz interior BD y en BC se

ubica al punto E tal que DE//AB,
calcular BC si: DE=3 y BC=3(AB)

A) 10 B)9 C) 8
D) 12 E)16

12.Se tiene un tridangulo ABC en el cual

la ceviana interior AE interseca a la
bisectriz BD en N; si BN=ND; BE=4
y EC=12; calcule AB.

A) 8 B) 6 C)5.2
D) 3./6 E) 4./5

13.Se tiene un paralelogramo ABCD tal
que un punto de AC dista de AB vy

AD 2u y 3u respectivamente; si
AB=15. Calcule BC

A) 8 B) 10 C) 12
D)6-/2 E) 16

14.Si: AB=10; BC= 8 y ©pQ//AC.
Calcule QT (P y T son puntos de
tangencia)

C)9,2

GEOMETRIA

15.Se tiene un romboide ABCD; en AD
se ubica al punto M tal que
MD = 3(AM); si la distancia de M a

AB es 6; calcule la distancia del
punto medio de MC hacia AB.

A) 18 B)15 C) 14
D) 20 E) 19

16.Se tiene un tridangulo isdsceles ABC
de base AC en el cual se trazan las
alturas BP y AL; BPNAL={Q};

calcule PL si BQ=5y QP=4.

A) 6 B)2-/3 C) 3-/6
D)7 E) 3.2

17.En un rectangulo ABCD en el lado
BC se toman los puntos P y Q tal
que BP = PQ = QC y en el lado AD
se toman los puntos M y N tal que
AM = MN = ND. La diagonal AC =
20 es interceptada en Fy E por BN y
DP. Calcular FE.

A) 5 B) 4 C) 2
D) 6 E) 3
18.En un  tridngulo  ABC, una

circunferencia que pasa por By A
corta en G a ACy en F a BC tal que
la tangente que pasa por B es
paralela a AC. Calcular AB si BF = 9
y FC = 16.

A) 15  B) 12 C) 18
D)19 E) 16

19.En el cuadrilatero convexo ABCD, la
recta que pasa por los puntos
medios de AC y BD intercepta a AB
y CD en Py Q respectivamente. Si
AB =ay CD = b. Hallar BP/QD.

A)a/b B)b/a C) (a+b)/a
D) a/a+b E) b/a+b
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GEOMETRIA

RELAGLONES METRICAS

RELACIONES METRICAS

Para el estudio de las relaciones
métricas entre los elementos de los
triangulos, es indispensable saber el
concepto de proyeccion.

Proyeccion de un punto:

La proyeccion de un punto P
sobre una recta L, es el pie de la
perpendicular P’ bajada desde P hasta
L.

PP’ se llama proyectante L se llama eje
de proyeccién.
P

< m L
« P/ i

Proyeccion de un segmento

AB sobre una recta L

La proyeccidon del segmento
AB sobre la recta L es el segmento
A’'B’ cuyos extremos son las
proyecciones de los extremos @ y B
sobre L. _ B

BA/

.
wi
o>
wn
\ 4

O M
B” A’ B"A”

Para hallar la proyecciéon de un
segmento sobre una recta, basta con
bajar las perpendiculares desde sus
extremos hasta la recta.

En la figura anterior, se muestran
las proyecciones de un segmento AB
sobre la recta L en las diferentes
posiciones.

DEFINICION

Se llama relacion métrica entre
varios segmentos a la relacion que
existe entre sus medidas con respecto a
una misma unidad.

RELACIONES METRICAS EN EL

TRIANGULO RECTANGULO

Si en un triangulo rectangulo ABC
recto en B, se traza la altura BH
correspondiente a la hipotenusa AC,
observaremos que:

§ Los triangulos AHB, BHC y ABC
son semejantes

* El segmento m es la proyeccion
del cateto c sobre la hipotenusa.

* El segmento n es la proyeccion
del cateto a sobre la hipotenusa.

* La hipotenusa b es la suma de
las proyecciones de los catetos
sobre la hipotenusa.

* La proyeccion de la hipotenusa
sobre un cateto es este mismo
cateto.

* La proyeccion de un cateto sobre

el otro cateto es un punto que
viene a ser el vértice del
angulo recto (B).
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10 R. M.

BH es media proporcional entre los
segmentos de la hipotenusa.

h? = m.n

20 R. M.

Cada cateto es media proporcional
entre la hipotenusa y su proyeccién
sobre ella.

30 R.M. (Teorema de Pitagoras)

La suma de los cuadrados de los
catetos es igual al cuadrado de la
hipotenusa.

>+ a’2=Db?

40 R.M.

La altura relativa a la hipotenusa es
cuarta proporcional entre la hipotenusa
y los catetos.

b.h. = c.a

50 R.M.

La inversa del cuadrado de la altura
relativa a la hipotenusa es igual a la

GEOMETRIA

suma de las inversas de los cuadrados
de los catetos.

1 1 1
= 4=

h? ¢? a°

60 R.M.

La razén de los cuadrados de los
catetos es igual a la razén de los
segmentos que la altura determina en
la hipotenusa.

Demostraciones

1° R. M. D>_AHB ~ [>_BHC

6—>_h__ n =h?=m.n| L.q.q.d.
a— m h
20 R.M. > e - D>app
a—>_C___m_=|c?=b.m| L.q.q.d.
90°>» b C
B~ sc B>pic
0—>_a_ _n_=a?=|b.n |.g.q.d.

90° > b a

30 R.M. c2 = b.m

az=b.n

suma c2+ a2=|b.m + b.n

c’+ a2 = b.(m+n)= c®>+a’=b? 1.q.q.d.
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40 R.M.>ABC ~ D_BHC

90°-»_b___a_=|b.h =c.a

oa—> C h

L.q.q.d

50RM. c¢?=bm = _1__

c? b.m

a2=b.n = _1 =1

a? b.n__

1o+ 1 1_[ 1+ 1]
G2 a2 b

suma

m n

m.n. = h?

141 1£m+n]:__1_+_1_= 1

cz a?

b m.n c2 a2 h?

60 R.M. c2 =b.m.

a? = b.n.

divido ¢z _ m_
a2 n L.g.q.d.

RELACIONES METRICAS EN

TRIANGULOS OBLICUANGULOS

19 Teorema de Euclides:

El cuadrado del lado opuesto a
un angulo agudo es igual a la suma de
los cuadrados de los otros lados menos
del doble producto de uno de estos
lados por la proyeccion del otro sobre
él.

a < 90°

a’= b?> + ¢ - 2bm

o
Al H
[ m
|
{

1 (b-m)

Demostracion
Teorema de Pitagoras

>~

BHC a2 = h?2 + (b - m)?
>~
AHB c2 = h? + m?

Resta a2 - c2 = b2 - 2bm

a2 =b2+ c2-2bm

2do. Teorema de Euclides

L.q.q.d

El cuadrado del lado opuesto a un
angulo obtuso es igual a la suma de los
cuadrados de los otros lados mas el
doble producto de uno de estos lados
por la proyecciéon del otro sobre él.

o > 90° |a? = b? + c?+ 2bm

Demostracién

Teorema de Pitagoras
BHC a2 = h? + (b + m)?
AHB c2=h2+ m%2__
Resta a2 - c2 = b2 + 2bm
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az=b%+ c?2+ 2bm

NATURALEZA DE UN TRIANGULO

Sean a, b y ¢, las longitudes de los
lados de un triangulo ABC, con el lado
mayor de longitud a.

Si:
a?= b?2+ c?2 entonces AABC es
rectangulo

Si:
a2 >b%2+ c? entonces AABC es
obtusangulo

Si:
a2< b? + c? entonces AABC es
acutangulo

5 7 13 15
4
3
3 5 14

52 = 32442 72 > 32452 152 <132+414?

Rectangulo Obtusangulo
Acutangulo

NOTA

60°
2a

30°

ax@

GEOMETRIA

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Las diagonales de un rombo mide
12cm y 16cm. El lado del rombo
mide:

a) 9cm b) 10cm c) 11cm
d) 12cm e) 13cm

Resolucion

Y4
6
Y4
Pitagoras
(2 = 62+ 82
2 =100
¢ = /100
¢ =10 Rpta. b
2. Calcular el valor de la altura AH

del tridngulo rectangulo BAC, si
AB = 6y AC = 8.
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GEOMETRIA

4, Las medianas de un tridngulo
a) 8,4 A rectdngulo trazadas a partir de
b) 4, 2 los vértices de los 4angulos
g)) ;'r Z agudos mide 5y /40. Calcular la
e) 4.7 medida de la hipotenusa.

: I a) 13 b)2.13 )10
C
; d)2-./40 )13
Resolucion
A
Resolucion
6 8 B
h
c a
b
B C y, N
| 10 | c a
40
10h=6x8 A 2b c
10h = 48 Pitagoras
h=4,8 Rpta. c
P [ MBC . c2 + (2a)2 = \/EZ
> ABN (2¢)2 + a2 = 52
3. Los lados de un tridngulo

rectdngulo estdn en progresion Suma 5c2 + 5a2 = 65

aritmética cuya razén es 4 cm.

Hallar la medida de Ia Quinta
hipotenusa. c2+a2=13
a) 12cm b) 16 cm c¢) 20 cm =13
d)24cm e)30cm b = .13
Resolucion AC = 2b
AC = 2 /13 Rpta. b
X+ 8
X+ 4
5. En un rombo la suma de las
medidas de las diagonales es 70
1 cm y el radio del circulo inscrito
% mide 12 cm. Hallar la medida del
Pitagoras lado.
X2 + (x+4)2 = (x+8)2
(x+4)2 = (x+8)2 - x2 a)lécm b)20cm c) 24 cm
(x+4)2 = (2x+8) . 8 d)25cm e) 30 cm

(x+4) (x+4) = 16(x+4)
X+4 =16 > x =12

X + 8 = 20 | Rpta. c
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Resolucion:

Dato 2a + 2b = 70
Mitad a + b = 35
Elevando al cuadrado
(a+b)2 = 352

2 + b3 + 2ab, = 1225
2+ 2(127) = 1225

(¢ + 49)(¢ - 25) = 0

¢ =25 Rpta. d

6. En la figura mostrada. Hallar la
medida  del radio de |Ia
circunferencia, si: AM2 + MB2 +
MC2 + MD2 = 400cm?

B
a) 10 cm //—\
b) 15cm A ..M c
c) 20 cm
d) 25 cm
e) 40 cm

D

Resolucion

A

D

Dato a2 + b2 + c2 + d2 = 400
Incognita: R

=

GEOMETRIA

Trazar BE//AC
Trapecio Isdsceles ABEC

AB = EC = x
Conjugados internos

90° + mMBE = 180°

mMBE = 900
Entonces DE es diametro

[>. DCE Pitdgoras
(2R)2 = x2 + y2

4R2 = (a2 + b2) + (c2 + d2)
4R2 = 00~

R =10

Rpta. a

Se tiene un trapecio ABCD
cuyas diagonales se cortan
perpendicularmente; si la base
mayor AD es igual a la diagonal
AC e igual a 4. Calcular la base
menor BC, si BD = 3

a)l b)2 c¢)3 d)4 e)5

Resolucion

1)

2)

Trazar BE//AC
7~
mMEBD = 90° correspondientes
BE=AC=4
EA = BC = x
> EBD Pitagorico

X+4=5

x =1 Rpta. a
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En un tridngulo rectangulo ABC, 2) A ABC Euclides
recto en B se trazan la bisectriz (2 = (2 + 162 - 2/m
interior AD del angulo A y la

altura BH cuya interseccion es el 2tm = 162
punto O. Calcular OB, si /m = 128.... (II)
AD.OD=50
3) ITenl
a)6 b)5 c)4 d)8 e)9 X2 = 128
Resolucion B X= 64x2

X = 8\5 Rpta. c

10. En la siguiente figura, calcular la
medida de la tangente comin MN
a ambas circunferencias,
sabiendo que la distancia entre
los centros es 20 m y que el
radio mayor mide 8m vy el radio

Dato:
1. AD . OD = 50

b (2m) = 50 menor mide 4 m
bm = 25
2. R2 Métricas N\ ABD a) 12m b) 15m C) 16m
x2 = bm d) 9m e) 10m
x2 = 25
Xx=25 Rpta. b ¥
9. Se tiene un triangulo isdésceles o 0,
ABC (AB = BC). Sobre la altura !
CH se considera un punto P de
manera que el angulo APB=909; M

si AC = 16. Calcular PA
Resolucion

a) 8 b) 6 c) 8.2
d) 4.2 e) 4
Resolucioén o, |

Pitagoras > 0, PO,
X2 + 122 = 202

X =16 Rpta.

A C

1) B\ APB R. METRICAS
X2 =/m... (I)
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PROBLEMAS PROPUESTOS

1. Si (AB)(AH)=32; calcule AP
B) 4 Ak
8
D) 6

E) 3/

2. Se tiene un cuadrilatero ABCD cuyas
diagonales son perpendiculares;
mxBCD = 90° y BD = AD; calcule
AB/BC
A) J6 B) 5 C) 2 D) V2 E) +2/2

3. Si: AB = 4; calcule AC
A) 2
B) 2
C) 2.2
D) 2.3
E) s

B

4. Se tiene una semicircunferencia de
diametro AB y centro O; en A0 se
ubica el punto Q tal que: (AQ)? +
(QB)? = 90; luego se traza la cuerda
CD la cual es paralela a AB; si
CD=6; calcule la distancia de Q
hacia el punto medio de cp.

A)6 B)3fc C)ef D)4z E)4

5. Si: 5(AB)=2(BC) y AP=8; calcule

PQ.
Q

A)16
B)32
C) 45
D)60
E) 50

GEOMETRIA

. Se tiene un tridngulo rectangulo

ABC recto en B; con didmetro BC se
traza una semicircunferencia que
interseca a Ac en D; en el arco DC
se ubica al punto F tal que:
BF nDC={r}; AD=3, DE=3 y EC=2;
calcule EF.

A)g B)25 C) 35 D)1 E)1,8

. Si: PH=HT = 3y TB = 2; calcule:

R
(C: punto de tangencia)

A) 41/8
B) 5

C) 47/5
D) 43/7
E) 29/3

.Si: NC = 6; BC = 3(AB) vy

mBN = mNQC; calcular AT. (T:
punto de tangencia)

A) 26
B) 62 e
C) 342 m
Dyavz N ’
E) 52

. Si: (AB)(QN)=24; calcule PC

A) 4
B) 26
C) 3
D) 4.5
E) /2
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10.En un tridngulo rectangulo ABC
recto en B se ubica al punto M en
BC y a N en Ac tal que BM=MC;
mxMNC=90°; AN=5 vy NC=4;

calcule AM

A)aje B)33 C) 52 D)7 E) 35

11.Se tiene un tridngulo rectangulo
ABC recto en B en el cual se traza la
ceviana BQ tal que: AQ=6; QC=2 vy
BQ=3, calcule BC.
A)4 B)Jo C) 27 D) +io E) 22
12.Se tiene un cuadrilatero inscrito
ABCD tal que: AB=2; BC = CD =
23y AD es diametro; calcule el
radio.
A)3 B)2,2 C) 1,6 D)2z E)

13.En un tridngulo ABC; (AB=c; BC=a;
AC=b y mxABC=279°); calcular la
mxBAC. Si a?- b?= bc

A) 840 B) 360 C) 420
D) 450 E) 540

14.En un trapecio ABCD (BC//AD) cuya

base media mide 2; calcular DM si M
es punto medio de a8 y (CD)?-

2(MC)? = 2
A) 3 B)2.2 C) 306
D)5 E) 2

15.En un tridngulo ABC se traza la
mediana BM y en ella se ubica al
punto D tal que DC = AB; (BC) 2 -
(AD)? = 18 y MD = 4; calcule: BD.
A) 2 B3 C) 1D).2 E).SB

GEOMETRIA

16.Se tiene un cuadrante AOB (AO =
OB), en OB se ubica al punto N y se
traza la semicircunferencia de
diametro ON que interseca a AN en
H; si AH = 9 y HN = 4; calcule HB.

A)sf5 B)7 C) 2 D)s35 E) 1

17.En un tridngulo ABC las medianas
tienen por longitudes: 9, 12 y 15;
calcule la longitud del lado menor de
dicho triangulo.

A)10 B)8 C) 9 D)12 E) 6
18.Si: PQ = 2; HQ = 4 y L es la

mediatriz de pQ; calcule OT
b

‘_H

oy 7

D) o E) 2.2

A).5  B)/14

19.Se tiene un triangulo ABC; (AB=14;
AC=13 y BC = 15); con didmetro AB
se traza una semicircunferencia en
la region exterior, la cual interseca a
la prolongacion de la mediana CN en
el punto Q; calcule la distancia de Q
hacia AB

A) 7 B) 6 C) 32

D) 4 E) @
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REI NCIONES
EN LN ©CIRC

TEOREMA DE LAS CUERDAS
Si en una circunferencia se tiene
dos cuerdas secantes, el producto de
las longitudes de los segmentos de una
cuerda es igual al producto de las
medidas de los segmentos de la otra.

26

PA x PB = PCx PD

Demostracion:
AAPC ~ ABDP (AAA)
a—PC _ PB
6—>PA PD

PA x PB = PC x PD Lqqd

TEOREMA DE LAS SECANTES
Si desde un punto exterior a una
circunferencia se trazan dos secantes,
los productos de las medidas del total
de la secante y su parte externa son
iguales.

GEOMETRIA
METRICAS

UNEERENGCL

—

PA x PB = PC x PD

Demostracion:

A APC ~ A BPD (AAA)
0 - PA =-PD

a—> PC PB

PA x PB = PC x PD Lqqd

TEOREMA DE LA TANGENTE

Si desde un punto exterior a una
circunferencia se trazan una secante y
un tangente, la medida de la tangente
es media proporcional entre las
medidas del total de la secante y su
parte externa.

PA2 = PB x PC

Demostracion

A APC - A BPA (AAA)
6 —>PA _PB

B—PC PA

PA2 = PB x PC | Lqqd

TEOREMA DEL PRODUCTO DE LOS
LADOS

En un tridngulo inscrito en una
circunferencia, el producto de Ilas
medidas de dos lados cualesquiera es
igual al producto de las medidas del
diametro y la altura relativa al tercer
lado.
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AB x BC = 2R x BH

o _ac
-2

TEOREMA DE STEWART
Si en un tridngulo se traza una
ceviana interior se cumple que:

B

bx2 = aZm + c2n - bmn

TEOREMA DE LA MEDIANA

En todo triangulo, la suma de los
cuadrados de dos lados cualquiera es
igual doble del cuadrado de la mediana
relativa al tercer lado, mas la mitad del
cuadrado de este mismo lado.

Si en un triangulo se traza una
mediana se cumple que:

Al b M b |C
EEE—

BM : Mediana

BM : mp

2
a2 +c2 = 2mb2+?

Analogamente

CZ
a2 + b2 = 2mcz+2

2 a’
b2 + c2 = 2ma +?

TEOREMA DE LA PROYECCION DE
LA MEDIANA

La diferencia de los cuadrados de
dos lados de un tridngulo es igual al
doble producto del tercer lado por la
proyecciéon de la mediana sobre el
tercer lado.

5 BM : Mediana

|
A HF—m—{m C
| ° |

m : Proyeccion de la mediana

a2z -c2 =2bm
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TEOREMA DE BOOTH
En todo tridngulo se cumple que
la razén entre la suma de los cuadrados
de las medianas con la suma de los
cuadrados de sus lados es igual a 3

B
AN = m,
BP = mp
CM = m.
M N
@ L
A p C

m, +m,+m’ 3

a’+b?+c? 4

TEOREMA DE HERON
(Calculo de Altura)
p = semiperimetro
f - a+b+c
B 2

ho= ix/p(p—a)(p—b)(p—c)

TEOREMA DE EULER

En todo cuadrildtero (convexo,
céncavo alabeado), la suma de los
cuadrados de las medidas de los lados
es igual a la suma de los cuadrados de
las medidas de las diagonales mas
cuatro veces el cuadrado de la medida
del segmento que une los puntos
medios de las diagonales.

az + b2 + c2 + d2 = AC2 + BD2 + 4PQ2

COROLARIO.

En todo trapecio la suma de los
cuadrados de las medidas de los lados
no paralelos mas el doble del producto
de las medidas de las bases es igual a
la suma de los cuadrados de las
medidas de las diagonales.

CALCULO DE LA BISECTRIZ

BISECTRIZ INTERIOR
(BD = X)

X = °_[acp(p-b)

a+c

AD =m,DC=n
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BISECTRIZ EXTERIOR
(BF = X)

n F

2
‘ X = C_aJaC(p_a)(p_C) ‘

AF=m, CF=n
PROBLEMAS RESUELTOS

1. Hallar “x”

a) 6

b) 8

c) 12
d) 9
N
Resolucion

Teorema de las cuerdas

4x = a(2a)
6(8) = a(2a)

Igualando 4x = 6(8)

X=12 Rpta. c

GEOMETRIA
Resolucion

1) Teorema de las cuerdas

10y = 5(4)
y=2..... (1)

2) Teorema de la tangente
X2 =4(14 +vy) ..... (2)
3) Reemplazando (1) en (2)

x2 = 4 (14 + 2)

x=8 Rpta. d

3. Hallar “x”
a) 4 ‘
b) 3 5
c) 8 P
SN
e) 6 X B

Resolucion
Teorema de las Secantes

5(5+7) = PA.PB
x(x+4) = PA.PB

Igualando
X(x+4) = 5(12)
X(x+4) = 6(10)

X=6 Rpta. e

4. Hallar “x”

a) 8 P X+ A

b) 16
c) 4 X 2
d) 12
e) 6
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Resolucion

1) Teorema de las cuerdas

S5y = 10(2)
y=4.... (1)
2) Propiedad de Tangentes
PA=PB=x+Yy....... (2)
3) Teorema de la Tangente
PA2 = x (x+y+5) ....... (3)

4) Reemplazando (2) en (3)
(X +y)2 =X (X+y+5) ....(4)
5) Reemplazando (1) en (4)
(x+4)2 =x(x +4 + 5)
X2 + 8x + 16 = x2 + 9x

16 = x Rpta. b

5. Hallar “x”

a) 20
b) 10

c) 40 /
d) 25
e) 16/

Resolucion

1) Teorema de la tangente
x2 =a(a+b) ....cevvunnns (1)

2) Teorema de la secante
16(16+9) = a(a+b) ..... (2)

3) Igualando
x2 = 16(16+9)
X = 4(5)

x = 20 Rpta. a

6. Hallar “x”
a) 9
b) 10 o 3
c) 8 X
d) 6
e) 7
@ @

GEOMETRIA

Resolucion

Teorema de la mediana

X2

92 + 132 = 2x2 +

5x?
2

250 =

5x2 = 500

x =10 Rpta. b

7. Hallar “x”

a) 13

b) 10
c) 15 13 x N0

d) 17
e) 14

I 14 —7—
|
1

| 21
Resolucion

1) Teorema de Stewart
21x2=14(20)2+7(13)2-14(7)(21)

Sétima
3x2 = 2(20)2 + 132 - 14(21)
3x2 =800 + 169 - 294

3x2 =675
x2 = 225
x =15 Rpta. c

8. Hallar BM. Si: el diametro AC
mide 10 y AD = 2./14, AM = MD,

DNA = NC
a) 5
b) 6
c) 7
d) 8
e) 9 A >
M N
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Resolucion 1)  Dato AP2 + PD2 = 250
B a2z + b2 =250........ (1)
2) Teorema de la mediana
2
a2 + b2 = 2/2 + fz (2)
X b
A C 3) Reemplazando (1) en (2)
2
/\ 250 = ot”
N 2
2\[14,
X/ D ¢=10 Rpta. c
1) Dato AC = 10 10. Los lados de un paralelogramo
2)  Pitdgoras [~ ABC miden 15 y 20, la diagonal mide
a2+ b2=102.... (1) 17. Calcular la medida de la otra
3) Teorema de la mediana diagonal
2+/14
a2 + b2 =2x2 + £—J;Z...(Z) a) 24 b) 27 ¢) 30 d) 31 e) 36
4) Reemplazando (1) en (2) Resolucién
102 = 2x2 + 28
X =6 Rpta. b B =
9. En un rombo ABCD se ubica el
punto medio P de BC, tal que
AP2 + PD2 = 250. Hallar AB 15
a)6 b)8 c¢)10 d) 15 e) 20 17
X
Resolucién 2
AN D
Teorema de la mediana AABC
x) 177
152 + 202 = 2(j +
2 2
2
225 + 400 = X+ 289
2 2
Por 2:
1250 = x2 + 289
961 = x2
x =31 Rpta. d
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PROBLEMAS PROPUESTOS 6. Si:t DH = HP y PT = 4; calcule:
(AB)(CD). (T: punto de tangencia)
1. Si: AB = 9; 2(BC)=3(CD), calcule A) 10
DE. B)16

A9 C)14
B) 6 D)12

35 (xS
E)s2
05, |

7. Si: ABCD es un romboide; AD = 6;

2. Si: QD = 1; TB = 2 y ND = CB; A y Q son puntos de tangencia;
calcule AD (D y T son puntos de calcule PQ. PDLAD
tangencia). A)2.3 Q
5 B) 4.2 c
N B p
A)3 gz C)35
B) 5 0)3
©) 25 E)4 X D
D) 4 A B
F) 2 8. En el lado AC de un triangulo

equilatero ABC se ubica al punto P;

3. Si O es el centro del cuadrado . )
luego se traza una circunferencia

ABCD; PQ =2y QC = 3; calcule

AB. tangente a AC en P y que pasa por
B; ademas interseca a AB y BC en R
A).5 5 . y T; calcule RT si AP=6 y PC=3.
B) .10 A) 6 B)s\/3 C 7
C) 15 P s D) 62 E) 45
D)4
E)3s . A 9. Del gréfico, calcule %:\_?ﬂ(%'
A) 1
4. Si G es baricentro de la regién B) 1:5 ;
triangular ABC; (NC)2 - (AN)? = 12. C) 2:3
calcule BG. D) 2:5 V
E) 4:5
A) \2/2 B 7 ;
B)2
C) /o G 10.Si A, B, C y D son puntos de
D)2v2 N < c tangencia. Calcule PH en funcion de
E)4 ayb n
5. il) P3Q QH = 2; caIPcuIe QB. A) Jab L
B) 2.3 B) 2Jab
C) 2.2 It C) s/ab
D) -5 o B D) @
E) 7 )
E) 5/ab
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POLIGONOS REG

GEOMETRIA
ULARES

PERIMETROS

POLIGONO REGULAR: Un poligono
regular es aquel que es equilatero y
equiangulo a la vez. Todo poligono
regular es inscriptible y circunscriptible.

Ahora vamos a estudiar al poligono
regular inscrito en una circunferencia
tal como se muestra en el grafico
inferior, para lo cual se dan las
siguientes definiciones.

CENTRO (0O)

El centro de un poligono regular
coincide con el centro de la
circunferencia circunscrita al poligono.

RADIO (R)
Es el radio de la circunferencia
circunscrita al poligono.

TRIANGULO ELEMENTAL AAOB
Es el formado por dos radios y un lado
del poligono.

\\ 14

Ln: Es el lado del poligono regular de
lados.

Ap: Es el apotema del poligono regular,
o : Es el angulo central del poligono

regular.
( 3600)
o=
n

72°

PRINCIPALES POLIGONOS REGULARES

A continuacién se presentan los
lados y apotemas de los poligonos
regulares asi como las medidas de sus
angulos centrales.

1. Triangulo Equilatero

L, =R/3
R
w=7
o = 12009
120°
2. Cuadrado
90°
L, =R+/2
900 900
L4 R R450 I‘4
Ry/2
450Ap 450 Ap:T
A L, B
900 o = 900

3. Pentagono Regular

720 72°

Ls = %\/10 ~2.5

Ap = % (\/E +1)
-

http://www.academiaauge.com

CUESTIONARIO DESARROLLADO



ACADEMIA AUGE GEOMETRIA

4. Hexagono Regular 7. Dodecagono Regular
60°

L, =Ry2-43

Ap=§\/2+\/§

AFL B o = 300
— Ls— @ =60° | OBSERVACION:
A B Si en un problema se dice
5. Octégono Regular queAB=L,, entonces se cumple que

360°

N\
la mMAB=

LADO DE UN POLIGONO REGULAR DE
2n LADOS INSCRITO EN UNA
CIRCUNFERENCIA DE RADIO "R”

L, = \/2R2—R«/4R2 L2

Ap:%/10+2\/§

o = 360
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CALCULO DEL APOTEMA DEL
POLIGONO REGULAR

R £ R

A H B
=
Apt : Apotema
R : Radio
BOHB Pitdgoras
Apt2 = R2 - HB2

2

Ln

Apt = |R*—| —
a (2)

Apt = ; 4R? - Ln?

CALCULO DEL LADO DEL POLIGONO

REGULAR

En el tridangulo AOB: (Teorema de
Euclides)

L2 = R2+ R2 - 2R.R Cos a

L2 = 2R?- 2R? Cos a
Ln2 = 2R? (1- Cos a)

Ln = R J2(@-cosa) [Formula General

PERIMETRO DE FIGURAS

Es el contorno de una figura
geométrica.

TEOREMA.- La longitud de una
circunferencia es igual a su didmetro
multiplicado por el nimero r.

C=2nR C=nrD

C: Longitud de la circunferencia
R: Radio de la circunferencia
D: Diametro de la circunferencia

éQué es el nimero n?
Podemos decir que = es la longitud de
una circunferencia de didmetro igual a
1.

Desde hace mucho tiempo (cerca
de 4000 afios) se notd que el numero
de veces en que el didmetro esta
contenido en la circunferencia es
siempre el mismo, sea cual sea el
tamafo de esa circunferencia. Este
valor constante de la razéon C/D es un
numero, aproximadamente igual a
3,141592, el cual se representa por la
letra griega =.

Ya los babilonios habian observado que
el valor de n estd comprendido entre

3; y 3; o0 sea 25/8 < n < 22/7 en

fracciones decimales:
3,125 < < 3,142.
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El valor mas aproximado de =«
es de Arquimedes (n = 22/7)

con error menor de 1/1000 por exceso.

Otra expresion muy notable es la de
Adriano Mecio

= 355 =3,1415929....
113

En 1873, el inglés William Shanks
calculd6 = con 707 cifras decimales
exactas n/4 = 1- 1/3 + 1/5 -1/7
+1/9.....

En 1984 en los Estados Unidos, calculo
n con mas de diez millones
(exactamente 10013395) cifras
exactas.

PROPIEDAD

2 5 ; g

Las curvas son semicircunferencias
P: Perimetro de la figura sombreada

P=nD

Porn/2 (D=a+ b+ C)
D =& T T
——=—a+-b+_-c

2 2 2 2

PROBLEMAS RESUELTOS

1. ¢Cual es el poligono regular,
donde su apotema es la mitad de
su lado?

a) Hexagono
¢) Cuadrado
e) Nonagono

b) Pentagono
d) Octégono

GEOMETRIA

Resolucion

L
4502 45°
A H B
1
1 Dato Apotema = > = OH
1
2 AH = HB = 5 = OH
3 mfa\\ = m/B\ = 450
PN
= AOB =90° =«
4, Angulo central = 90° = «
900 = 360°
n
n=4 Rpta. c

2. En un tridngulo ABC, mA = 600
y el circunradio mide 4. calcular

BC
a) 4 b) 6 c) 8
d) 4.2 e) 4-/3
Resolucion
Dato
R =4
120°
1. Construyo el ABCE BE es
didmetro = 2R = 8
A\
NN
2 A= =00 &
3. Triangulo notable ACE
EC=4
BC = 4\@ Rpta. e
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. AN\
3. En un triangulo ABC, m A = 45°
y el circunradio mide 4. Calcular

BC.
a) 4 b) 6 c) 8
d) 4.2 e) 4.3
Resolucion
A o = Centro
45
0
4 /N4
45 45
B X C

AN
1. Datos m A =450, R =4
™
= BC = 90°

2. Angulo Central
M

A
mBOC = BC = 90°

3. Triangulo notable BOC

X = 4xE Rpta. d

4. En un tridngulo ABC, m{A\= 600°
y el circunradio mide 4. Calcular
la distancia del circuncentro al
lado BC.

a)2 b)3 ¢4 d)6 e)8

Resolucion

GEOMETRIA

Dato m{A\ =609 R=4

. BC = 1200

Angulo central

N
mBOC = BC = 120°

Triangulo notable OHC

X =2 Rpta. a

En que relacion estan las
apotemas del cuadrado y del
triangulo equilatero inscrito en la
misma circunferencia.

a)xzil b)x31
) /2:2 d) /3:2

e) J/2:3

Resolucion

X =

Resolucion 1200

Apotema del cuadrado
Apotema del triangulo Equilatero
2

R+2
2 A
S R
2
En un tridngulo ABC, AB = 4 -/3,

BC= 4-/2 y el circunradio mide
4. Calcular la medida del angulo
B.

a) 450 b) 60° c) 75°
d) 900 e) 1050

X = Rpta. a

90°

2X
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1. AB=43,R=4

= AB es el lado
de un A equilatero
e\
AB = 1200°
2. BC=4/2,R =4
= B_C es el lado de cuadrado
AN
mBOC = BC = 90°
3. Angulo Inscrito
N\
AC 7\
- =B =x
2
VY
AC = 2x

4. 2x+12009+90° = 360°
2x = 150

x = 750 |Rpta. c

A\ /4

7. Calcular “x” si: AB = R, BC

RJ/2, 0 es centro de
semicircunferencia, AO = R
B
C
X
A o) D
a) 100 b) 150 c) 20°

d) 30° e) 370

Resolucion

B

la

P

GEOMETRIA

Dato BC = R+/2
= BC: lado del cuadrado

BC = 900

N\ 7\

AB +BC+CD = 1800
600+900-+CD =1800
7\

CD = 300

Angulo exterior

AR
AB -CD

2

60°-30°
2

x = 150 Rpta. b

Si un cuadrado y un hexagono
regular se inscriben en una
misma circunferencia, la razéon de
sus apotemas es:

a) 2/3 b) 3/2 c) 2/3
d)/3/2 e) +/2/3
Resolucién

X = Apotema del Cuadrado

Apotema del hexagono regular

1. Dato AB = R

= AB: lado del hexagono

‘AB = 600

R\E
_ 2 _2
R/3 -3
2
2
=_|— Rpta. e
X 13 P
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9. Si un tridngulo equilatero y un
hexagono regular, sus
perimetros miden iguales.
Calcular la razén en la que se

encuentran sus areas.

a) 2/3 b) 3/2
e) x/§/3

c) \/2/73

d) ./3/2

Resolucion

a

x = Area del triangulo equilatero
Area del hexagono regular

Xx= =" Rpta.a

GEOMETRIA

PROBLEMAS PROPUESTOS

. La hipotenusa BC de un triangulo

rectdngulo mide 2a+22 , la
bisectriz AP es igual al cateto menor
AB. Calcular el cateto AB

A) 1 B) 2 C) 3
D) 4 E) 5

. La hipotenusa BC de un tridngulo
rectangulo ABC mide .a+2/2u, el

angulo C es 22,5°: Hallar el cateto
AB

A) 1 B) 2 C)1,5
D) 3 E) 3,5

. Calcular el radio de un circulo
tangente a tres rectas dadas, una es
el lado de un hexagono regular de
24 .3m de perimetro y las otras son

las prolongaciones de los lados

contiguos.
A1l B) 2 c)3
D) 4 E)S

. En un circulo se han trazado dos
cuerdas no paralelas AB y CD, se
une A con D y B con C cortandose
en F. Calcular el angulo AFC si AB =
rs2y CD=r(5-1

2
A) 98° B) 100° C)115°
D) 117° E) 120°

. En un tridangulo isésceles (AB = AC),
los angulos B y C miden 30° cada
uno, se trazan las alturas BH y CE.
Calcular HE si BC = 16m.

A) 4m B) 8m C) 9m
D) 10m E) 12m

El angulo B de un triangulo ABC
mide 54°, calcular AC si el
circunradio mide¢/5-1m.

A) 1Im B) 1,5m C) 2m
D) 2,5m E) 3m
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7. En un tridangulo ABC el angulo A
mide 45°, el angulo B mide 120° y
el lado BC es 2.2m. Calcular la
distancia del circuncentro al lado AC.

A) 0,5m B) 1m C) 2m
D) 2,5m E) 3m

8. El lado de un dodecagono regular
ABCDEFGHIJKM es .6-3/3. Calcular
el valor de la diagonal AE.

A) 1 B) 2 C)3
D) 4 E)5

9. El lado de un octégono regular
ABCDEFGH mide 2-2m.; se
prolongan las diagonales BH y CE

hasta un punto de interseccion P.
Calcuar PB.

A) 5m B) 4m C) 3m
D) 2m E) Im

10. Se tiene un octdégono regular
ABCDEFGH en el cual se han trazado
las diagonales AE y AC. Calcular el
lado del octégono sabiendo que:

AE - AC =2 -2

22
A) 1l B) 2 C)3
D) 4 E)5

11. Se tiene un dodecagono regular
ABCDEFGHIJKM. Calcular el lado de
dicho poligono sabiendo que

AG - AE = 3u.

A) 32—z U B) 3/2+3 U
C) 32-3u D)«3-nu
E) «3+pu

12. un hexagono regular de 2m de
lado, se le prologa cada uno de sus
lados en la misma longitud de su
lado y en un mismo sentido. Hallar
la apotema del poligono que resulte,
al unir los extremos de estas
prolongaciones.

A) 1,5m B) 2m C) 3m
D) 4m E) 6m

GEOMETRIA

13. En un tridngulo ABC se cumple
que m< BCA=30°, AB=2u vy
BC=5s+nu. Calcule m < BAC,
sabiendo que es agudo.

A) 24° B) 36° C) 72°
D) 45° E) 54°

14. El cuadrado ABCD vy el triangulo
equilatero AEF estan inscritos en
una misma circunferencia. P es el
punto de interseccion entre EF YE&C.
Calcule PE, si AB=4u.

A) J2-J3u B) J2+/3u
C) 2/2-73u D)« 3-nu
E) «3+pu
15. En un octégono regular

ABCDEFGH, P es el punto de
interseccion entre ac yBe. Calcule
PD, si el circunradio de dicho
poligono es igual R.

A) 2R2-V2 B) rRV2+v2
C) rRf5-2/2 D) r/2-3/2
E) rRV4-92
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RFNMFETRIA

freas g regiones poligonales

1. REGION TRIANGULAR

Es una figura geométrica (conjuntos de
puntos) que consiste en un triangulo
mas su interior.

2. REGION POLIGONAL

Es una figura geométrica
formada por la reunidon de un numero
finito de regiones triangulares en un
plano, de modo que si dos cualesquiera
de ellas se intersecan, su interseccion
es o0 bien un punto o un segmento.

PN

POSTULADO

A toda region poligonal, le
corresponde un numero real positivo
unico.

4. AREA DE UNA REGION
POLIGONAL

El area de una region poligonal
es el niumero real positivo que se le
asigna segun el postulado anterior.

5. UNIDAD DE AREA

Por costumbre se escoge como
unidad de area a la unidad longitudinal
al cuadrado; o sea:

U=1u?

u: unidad de longitud
U: unidad de Area

1lu

1lu

6. OBSERVACIONES

* Entendemos el area de un
tridngulo, area de un cuadrilatero, area
de un poligono, como el area de la
regién correspondiente.

* Dos regiones cualesquiera que
tienen igual area se [laman
equivalentes, independiente de la forma
que tenga cada regidén. Ejemplo: el
triangulo y el rectangulo que tiene igual
area, son equivalentes.

] L]

8m?

[] [

sz < >

FIGURAS EQUIVALENTES
e Si dos triangulos son
congruentes, entonces las regiones
triangulares tienen la misma area.
* Es a partir del postulado de la
unidad de area (area del cuadrado) que
se de muestran las féormulas basicas para
el calculo de area de las diferentes
regiones elementales: rectangulo,
triangulo, trapecio, etc.

7. AREA DEL CUADRADO
El drea de un cuadrado es igual a la
longitud de su lado al cuadrado; o sea:

s L K

L
8. AREA DEL RECTANGULO

El area de un rectangulo es el producto de su base por
la altura.

] L

1 [
a
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Demostracion

En la figura, A, = a2, A2 = b?
S +S+A1+A2 = Stotal
2S+a2%+b? =(a+b)?
2S+a%+b? =a%+2ab+b?

Cancelando a? y b?

2S = 2ab
Mitad
S =a.b |L.g.gq.d.
a b
a A1 S |a
b S A2 | p
a b

9. AREA, DE UN TRIANGULO
RECTANGULO

El drea de un triangulo rectédngulo es
igual al semiproducto de las longitudes
de los catetos.

b a.b
S= ——
2
Demostracion
Por area del rectangulo
2S =a.b
a.b
S= ——
2
10. AREA DE UN TRIANGULO
CUALQUIERA

El drea de todo tridangulo es igual
al semiproducto de la longitud de un lado
y la altura relativa a dicho lado.

S = Area (AABC) S=——-

m+n =>b

Demostracion
S = Area (AAHB) + Area (ABHC)

B

mh nh
- 7.‘_7
2 " i
S=mh+nh:(m+n)h A
2 2 I b I
SLLUE [
=5 .q.q.d.

11. AREA DE UN TRIANGULO
EQUILATERO

El drea de todo tridngulo equilatero es
igual al cuadrado de la longitud del lado

multiplicado por el factor

4
B
30930
L L
h
A 600 _ Leoo C
—z——2
L2
S = Area (AABC) S = \/g
4
Demostracion
L
1 S = EX h ............... (I)

2. N 300y 600
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h = ;ﬁ ................ (1I)

L L
S=_.—-3

2 2(

L* /3
S = ; L.q.qg.d.

12. AREA DEL TRIANGULO EN

FUNCION DE SUS LADOS

(Teorema de Herdén)

B S = Area (AABC)

C

I b |

S = /p(p—a)(p-b)(p—c)
p : semiperimetro
a+b+c

B

Demostracion

b
1. S= N, I
5 (I)

2. Teorema de Heron
2
h=‘6Jmp—axp—bXp—®-~(H)

3. (II) en (I)
5=2.2 pe-2)p-b)E-c)

13. FORMULA TRIGONOMETRICA

En todo tridngulo, el area se
puede expresar como el semiproducto
de dos lados, por el seno del angulo
comprendido entre ellos.

S =./p(p-a)(-b)(p-c)| L.q.q.d.

GEOMETRIA

B
S=Area(AABC)
¢ h S = béCSenoc
(04
A= B :C

Demostracion

b.h
1 S, I

5 (I
2. :=Sena:>h=cSenoc ....... (I1)
3. (II) en (I)

= bZ'CSena L.q.q.d

14. AREA DE UN TRIANGULO EN

FUNCION DEL INRADIO

El area de todo triangulo es igual
al producto del semiperimetro y el
inradio.

S = Area (AABC)
r: Inradio S =p.r
P: semiperimetro

Demostracion

S = Area (A+B)+Area(BIC)+ Area(AIC)
AB.r N BC.r N AC.r

S =
2 2 2
(AB+BC+AC)
S = r
2
S =p.r L.q.qg.d.
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15. AREA DE UN TRIANGULO EN
FUNCION DEL CIRCUNRADIO

El area de todo triangulo es igual
al producto de las longitudes de los tres
lados, divido por el cuadruple del
circunradio B

A T\kb/'f C
abc
S = Area (AABC) =—
4R
R : Circunradio
Demostracion
b.h
1. SE=¢ — | Bm....... I
5 ()
ac
h=— ... I1
R (II)
3. (III) en (I)
b ac abc
S=_. S=""/|L.qg.q.
2°2R 4R | 99

16. AREA DE UN TRIANGULO EN

FUNCION DE UN EXRADIO

El area de todo triangulo es igual
al producto del exradio relativo a un
lado y la diferencia entre el semi
perimetro y dicho lado.

GEOMETRIA

ra: Exradio relativo al lado a

p: semiperimetro
b+c-a =b+c+a-2a = 2p-2a

17. RELACIONES FUNDAMENTALES
EN EL TRIANGULO

Consideremos un triangulo ABC
cualquiera de area S, de inradio r,
circunradio R, exradios, ra,n,rc y altura

ha,hp, hc. entonces:
I. El area de un triangulo es igual a
la raiz cuadrada del producto del
inradio y los tres exradios.

S = \rrarbr

c

II. La inversa del inradio es igual a
la suma de las inversas de los

exradios

III. La inversa del inradio es igual a
la suma de las inversas de las

alturas.

1

1 1

_1
r h, h, h

c

IV. Exradios en funcidon de las alturas

1 1 1 1
— = —
ra hb hc ha
1 1 1 1
= 4
I‘h ha hr‘ hh
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V.

18.

1 1 1 1

— = —

rc ha hb hc
Ademas recordemos el

teorema de Steiner
r,+r +r.—r=4R

TEOREMA DE BURLET

El drea de un tridngulo
rectangulo es igual al producto
de las longitudes de los dos
segmentos determinadas por la
circunferencia inscrita sobre Ia

hipotenusa.

A
T \ S = Area (ABC)

S=m.n
m
m
r n

T' L

N A
Bl_l—r—l—n—| C

Demostracion

1. Del grafico: BC=r+ny
AB = r+m
2. S= BC.AB — 2S = (r+n)(r+m)
2S =r>+rm + nr +mn ........ (1)
3. S=p.r—>S=((m+n+r).r...... (2)
4. Restando (1) y (2):
S =mn Lg.q.d.

GEOMETRIA

19. Sea ABC un triangulo rectangulo

ABC recto en B. (ver figura). Se
dibuja la circunferencia exinscrita
relativa a uno de los catetos que
es tangentes a la prolongacion de
la hipotenusa en F. Entonces
cumple:

S = Area(ABC) | S =FC. FA
Demostracion
1. Capitulo de circunferencia

2.

3.

FC =P
B
FA =r
S =p.r F oA
1. en 2.
S=FC.FA | L.g.q.d

20. El area de un tridangulo rectangulo

es

igual al producto de las

longitudes de los exradios relativos

a los catetos

21.

S = Fa.lc

El area de un triangulo
rectangulo es igual al producto
del inradio y el exradio relativo a

la hipotenusa.
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rb
a)
L]
rb rb A
1 [ Area(AABC) o
i M i = b.h
S=rm Area(ADEF) =
Demostracion Area(AABC) a
Area(ADEF) b
1. S=p.r (1)
2. Capitulo de circunferencia b) Relacién de areas al trazar una
ceviana
=P .(2)

3. Reemplazando (2) en (1)

S=nmnr

S=rrn| Lgq.q.d

22. El adrea de un triangulo

rectangulo es igual al producto de las — ]
_ BD: Ceviana
longitudes de los dos segmentos que

determina en la hipotenusa, la S: = Area(AABD)
respectiva circunferencia exinscrita.
a.h
S =m.n S, 2
s, bh
2

23. COMPARACION DE REGIONES
TRIANGULARES, PROPIEDADES

S> = Area(ADBC)

I. Si dos tridngulos tienen igual
altura, sus areas son S, a L d
proporcionales a sus respectivas g—g -q-9.d.
bases.
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II. Si dos triangulos tienen igual

base, sus areas son
proporcionales a sus respectivas
alturas.

B

A——p —C

S1 = Area(AABC) ’
S> = Area(ADEF)

b.h,
S, 2 S _h
= —~=_1 | L.q.q.d.
s, bh, [s,n, | 09
2

III. Si dos triangulos tienen un lado
congruente y las respectivas
alturas congruentes entonces son
Squivalentes.

E

IV. En todo tridngulo, una mediana
cualquiera determina dos

triangulos parciales equivalentes.
BM = Mediana

S: = Area (ABM)
S, = Area (MBQ)

GEOMETRIA

V. En todo tridngulo, al unir los
puntos medios de los tres lados,
se determinan cuatro tridngulos
parciales equivalentes.

Si; = Area (AMBN); S, = Area (AAMP)
Sz = Area (AMNP); S4 = Area (ANPC)

*  Por ser congruentes los

triangulos MBN, AMP, MNP y NPC se

tendran:

_ Area(AABC)

S1=5,=53=S5
1 2 3 4 4

Observacion

El area del trapecio AMNC es
igual al triple del area del triangulo

MBN.

3S
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VI. En todo tridngulo, al trazar las
tres medianas se determinan seis

tridngulos parciales equivalentes

G: BARICENTRO

B

1. 2Xx+z=2y +z

MITAD x=vy
2. 2y+X =2z + X
MITAD y=z
3. Luego:
X=y=2

VII. En todo tridangulo, si se une el
baricentro con los tres vértices se
determina tres triangulos
parciales equivalentes

G
83
A C
G: BARICENTRO

Area(AABC)

S1 = S2=S3 =
1 2=S3 3

S1=2x,S2 =2y, S3=22

VIII. En todo tridngulo, al unir el
baricentro con los puntos medios
de los tres lados, se determinan

tres regiones equivalentes.

IX.

G: BARICENTRO

Area(AABC)

S,= S,=S; =
1 2 3 3

Si=x+y, S>=x+z, S3=y+z

En todo triangulo, al unir el
baricentro con los puntos medios
de dos lados cualesquiera, se
determina una region triangular
cuya area equivale a la doceava
parte del area total.

12S = Area (AABC)

Area(AABC)

S = L.q.q.d.

12

.Si dos triangulos tienen un angulo

congruente o angulos suplementarios
entonces sus areas son
proporcionales a los productos de los
lados que forman ese &angulo que

mide igual o esos angulos
suplementarios.
B
F
(04
A E C
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XI.

AFAE
Area(AAFE) 5 ¢

Area(AABC) AB.AC
2

Sena

Area(AAFE)  AF.AE
Area(AABC) AB.AC

Si dos triangulos son semejantes
entonces sus areas son

proporcionales a los cuadrados
del cualquier par de elementos
homodlogos.

A p— b, —¢

1. Sea K la razén de semejanza de
los triangulos ABCy A'B’C:

by _hy _a _n_, (1)
b2 h2 aZ r2
b, h,
o, -2 S _bih o
S, b,h, S, b, h,
2

3. Reemplazando (1) en (2)

2
Si_b b S b))yl
S, by b, S, b,

. Encontrar el area de

. Calcular el area de

4. En un tridangulo

GEOMETRIA

EJERCICIOS

un triangulo

cuyos lados miden 10, 12y 14cm.
A) 107 B)24.6 C)12.10
D) 14./6 E) /6

triangulo
equilatero, sabiendo que el radio de
la circunferencia inscrita mide 2cm.
A) 123 B) 6.3 C)4.3
D) 2.3 E) 6

. En un triangulo ABC las alturas se

cortan en “0”. Si AC x OB = 42.

Calcular el &rea del cuadrildtero
ABCO

A) 42 B) 21 C)18
D) 38 E) 14

rectangulo ABC
recto en B, se trazan la mediana Bm
y la bisectriz interioren. Calcule el
area de la region triangular MBN, si
AB=6cm y BC=4cm.

A) 1,2cm? B) 1,4cm? C) 1,5cm?
D) 1,6cm? E) 1,8cm?

. En un cuadrado ABCD se traza la

tangente BT a la semicircunferencia
interior de diametro AD. En el arco
AT se ubica un punto por el cual se
traza una tangente a la
semicircunferencia mencionada,
cortando a AB en Py a BT en Q. Si
AP.QT=6cm?. Calcule el area de la
region triangular PBQ.

A) 6cm? B) 9m? C) 12cm?
D) 18m? E) 20cm?
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6. Dos catetos de un tridngulo
rectangulo miden AB = 7m vy
AC = 24m. Calcular el area del
tridngulo rectangulo cuyos vértices
son el ortocentro, el circuncentro y
el incentro del triangulo indicado.

A) 12m? B) 12,75m? C) 15m?
D) 20m? E) 25m?

7. Los lados de un tridangulo ABC miden
AB = 21m, AC = 28m y BC = 35m.
Se trazan las bisectrices CP y AQ,
las cuales se cortan en el punto I.
Calcular la el area del triangulo CIQ.
A) 20m? B) 30m? C) 45m?
D) 70m? E) 75m?

8. Los catetos AB y AC de un tridngulo
rectdangulo miden 8m y 6m
respectivamente. M y N son los
puntos de tangencia de la
circunferencia inscrita de centro “O”
y la exinscrita relativa al lado AC.
Hallar el area del triangulo OMN.
A)1m? B) 2m? C)3m?
D)4m? E) 5m?

9. Los lados de un tridngulo rectangulo
miden: AB = 30m, AC = 40m vy
BC = 50m. Se traza la bisectriz BL
y la altura AH cortandose ambas en
el punto M. Calcular el area del
triangulo ABM.
A) 60m?2
D)120m?

B) 80m?
E) 135m?

C)90m?

10.En un tridngulo rectangulo ABC
recto en A, se traza AH altura
relativa a la hipotenusa y las
bisectrices BP y CE cortandose en F
y cortando a la altura en Gy M. Si la
distancia de F a GM es de 2m.

GEOMETRIA

Calcular el area del tridngulo FGM, si
AE =5my AP = 6m.

A) 1m? B) 2m?
D) 2,5m? E) 3,5m?

C) 3m?

11.El tridngulo ABC tiene como lados
AB = 20m, AC = 6.5 m, BC= 10m.
Se traza la altura CE y por E se
traza EM perpendicular a AC.
Calcular el area del triangulo EMC.
A) 10m? B) 5,5m? C) 8m?
D) 7,2m? E) 6,2m?

12.En un triangulo ABC sus lados miden
AB = 12m, BC = 16m y AC = 20m.
Por el punto medio M del lado AC se
levanta una perpendicular que corta
al lado BC en N. Tomando como
diametro MN se construye una
circunferencia que corta a BC en Q.
Calcular el area del triangulo MQN.
A) 11m? B) 12,5m? C) 9m?
D) 13m? E) 13,5m?

13.Se da un triangulo isésceles ABC
(AB = BC) en donde AC = 5m vy la
altura AH mide 4m. Calcular el area
del tridngulo BOH siendo “0” la
interseccién de las alturas AH y BP
A) 25/6m? B) 7m?2 C)7/8m?
D) 49/96m? E) 14m?2

14.Se  tiene dos circunferencias
exteriores de radios 1 y 8 metros
respectivamente cuyas tangentes
interiores son perpendiculares.
Calcular el area del tridngulo
formado por dichas tangentes y una
de las exteriores comun a las dos
circunferencias.
A) 4m? B) 8m?
D) 10m? E) 12m?

C) 9m?
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GEOMETRIA

NREAS DE

REGIONES;

CUADRANGULARES

VY CIRGULARES

1. AREA DEL CUADRADO(S)

-

2 —d—>L—i
2
d 2
S=L2>5S=| —
(ﬁj
2
s=4
2

b

b

b : base
h : altura

3. AREA DEL ROMBO (S)

D
S = Area (AABC) + Area (AADC)

AC.BO AC.0D
S = +
2 2
S = AC(BO +0D)
2

AC.BD
2

S =

AC : diagonal menor
BD: diagonal mayor

4. AREA DEL TRAPECIO (S)
B b C
h M/ m XN
/ X.

a

S = Area (AABD) + Area (ABDC)

< ah bh_ah+bh

2 2 2
S = (a;bj .h a: base mayor
a+b
m = > b: base menor
m: mediana
S = m.h h: altura
5. TEOREMA

Si se une el punto medio de un
lado no paralelo de un trapecio con
los extremos del otro lado no
paralelo, se forma un triangulo cuya
area es igual a la mitad del area del
trapecio.

_ Area(ABCD)
2
S = Area (ACMD)
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Demostracioén

h
m.—

S=2x=2|_2
2

S=m7h
2

Pero m.h = Area (ABCD)

S = Area (ABCD)
2

6. AREA DEL TRAPECIO (S)

S = b.h S: Area (ABCD)

Demostracioén

Area('z‘BCD) = Area(ACMD)
Area(ABCD) b.h
I —

S = b.h. L.q.q.d

7. AREA DE UN TRAPEZOIDE (S)
B
A I

S = Area (AACD) + Area (AABC)
S = AC.h, N AC.h,
2 2

_ AC(h, +h,)
2

S

GEOMETRIA

8. FORMULA TRIGONOMETRICA (S)

A D
S = Area (ABCD)

AClh, +h
S = (122) ________ (1)

hlo =Sena — h, = BO Sena

he =Sena — h, = OD Sena.
oD

Suma:  hi+h,=BD Sena....(2)

_ AC.BD Sena

(2) en (1) S >

9. TEOREMA
En todo cuadrildtero convexo se
cumple, que al unir los puntos
medios de sus lados se forma un
paralelogramo; cuya area es igual a
la mitad del area del cuadrilatero.

_ Area (ABCD)
2

Demostracion

Comparacion de Areas
Area (BAD) Area(BCD)
Sl — —_— SS e ——
4 4
Sumando las 2 expresiones

Si4+Ss = Area(BAD);rArea(BCD)
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Si+Ss = Area(ﬁBCD) ..... 0
Analdgicamente:
S, + Ss = Area(':‘BCD) ..... 2)

S;+S; + S,+S, +S=Area(ABCD)
H_/

%r_/
AREA(ABCD)  AREA(ABCD) | g — Areg (ABCD)
4 4

Area (ABCD)

2
Observacion: Igualando (1) y (2)

S = L.g.q.d

S1+S3=5,+ 5S4

10. AREA DEL CUADRILATERO
CIRCUNSCRITO
En todo cuadrilatero circunscrito a
una circunferencia, el area es igual al
producto del semiperimetro y el radio
de dicha circunferencia.

a+b+c+d

2
Area (ABCD)

n
Il

Demostracion

S = Area (AIB) + Area (BIC) +
Area (CID) + Area (AID)

ar br cr dr

S = +—t—+
2 2 2 2
< (a+b+c+djr
2
S = p.r. L.g.q.d

GEOMETRIA

11. Area del Cuadrilatero Inscrito
(Teorema de Bramaguptha)

S = /(p-a)(p-b)(p-c)(p-d)

BC

A D
C

+b+c+d

2
* Se deja la demostracion al lector

S = Area (ABCD), p =

12. Area del Cuadrilatero Bicéntrico (S)
(Teorema de Leudesdorf)

Demostracion:
1) PITHOT a+c=b+d =p
2) Teorema de Bramaguptha

S=\/(a+c—a)(b+d—b)(a+c—c)(b+d—d)

S = ./cdab

S = ./abcd | L.q.q.d

13. PROPIEDADES DE LAS REGIONES
CUADRANGULARES

13.1 Si en un cuadrilatero convexo se
trazan las diagonales se
determina  cuatro  tridngulos
parciales y cumple que los
productos de las areas de los
triangulos opuestos son iguales.
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1)

2)

SIIS3=SZ-S4

Demostracion

Comparacion de Areas
S a. S, a

S, bo S, b

Igualando
Si_Se
S, S

$1.S3=S52.S54 L.q.q.d

13.2

1)

2)

En todo trapecio, las areas de los
triangulos laterales determinados
al trazar las dos diagonales, son
iguales. Es decir dichos triangulos
son equivalentes.

Demostracioén
Area (ABD) = Area (ACD) = b2h
Si1+Z2=2+5>

Simplificando Z

S1 =S L.q.q.d.

GEOMETRIA

13.3 Si ABCD es Trapecio
B C

1)

2)

3)
4)

CIRCULO. Es la

X

S; = Area (BPQ)
S, = Area (APD)
S = Area (ABCD)

S= (\EJFE)Z

Demostracion
Propiedad 13.2

Area (APB) = Area (CPD) = X
Propiedad 13.1
X2 =S1.5 > X=.[8.[S,.(0)

S=S1+2X+Ss..... (2)
(1) en (2)

S=(J§)2+ 2\81 \Sz + (\/5)2

S=(S +.5,)2

AREA DE REGIONES
CIRCULARES

region del plano

limitada por una circunferencia
Teorema 1. El area de todo circulo es
igual al semiproducto de la longitud de
su circunferencia y el radio

S: Area del Circulo
C: Longitud de la circunferencia

C=2rxR

D
S = 2nR.R
: : 2

S = n R2
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2
D: DiametroS = =« (2)

nD2
4

R: Radio S =

II. SECTOR CIRCULAR
Es la porcidén del circulo limitada
por dos radios
Teorema 2. El area de todo
sector circular de radio R vy

angulo central “a” es:
S: Area del Sector Circular

nR2 ------ 3600
S ------ a®
O mR%a

S = I
£/ el
/\—f —_A
O es centro 2nR ----- 3600

R es radio 4 -—- &= o
¢ es longitud de arco

_ 27nRa

360°
Dividendo I entre II
S_R

‘2

(1)

/-R

S=_"
2

III. SEGMENTO CIRCULAR
Es la porcidn del circulo limitada
por una cuerda y su respectivo
arco.

S = Area del Segmento Circular

GEOMETRIA

S=<) - <(]

S = R o 3 R”Sena

360 2
2

S = R— (W—Senaj
2 (180

IV. ZONA O FAJA CIRCULAR
Es la porcidon de circulo limitada
por dos cuerdas paralelas.

a) Las bases a un mismo lado del
centro.
S: Area de la faja circular

mAQD
mBOC

= Q

S = SADsegmento - SBCsegmento

S = R{R(G_B)—SenochSenB}

2 | 180°
Si o+ p =180° =Sen o = Sen B
R
S = o —
360° ( B)
b) Las bases a diferentes lados del
centro.
B c O : Centro

S : Area de la faja
circular

/ s
AD mAOD = a°
“.llll" m§65=lw

S=nR2-S np segmento — S BC segmento

\\

A

S=R[ 7 550 ¢
5 [180(360 o B)+Sena+SenB}

Sia+ p=180° => Sen a = Sen B

http://www.academiaauge.com

CUESTIONARIO DESARROLLADO



ACADEMIA AUGE

2

S = R2[rc +2Sena

V. CORONA CIRCULAR
Se llama asi a la region del plano
exterior a la menor de dos
circunferencias concéntricas e
interior a la mayor
S : Area de la
A B Corona Circular
‘VQ"V S=nR2-xr2

=n (R2-r2?)
Pitdgoras: R2-r2 = (@]2
2
S = nAB®
4

AB es cuerda tangente a |la
circunferencia menor

VI. TRAPECIO CIRCULAR

O es el centro

S es area del
trapecio circular

S = nmR?%a  mria

360° 360°

S = 7o (Rz_rz)
360

S — [a+bj h
2

a : Longitud del arco AB
b : Longitud del arco CD

OBSERVACION
En algunos problemas donde no
sea necesario resaltar el angulo central
del sector circular al que hagamos
referencia escribiremos las expresiones
directas para el area, como una
fraccion del circulo correspondiente

GEOMETRIA

La

A 0o B R

Mitad de circulo Un Tercio de circulo
nR2 nR2

b .o

Un cuarto de circulo Un Sexto de circulo

S,

S3

PROPIEDAD 1
B

S1+S,=S3

Area del semicirculo de
cﬂémetro AB
Area del semicirculo de
cjiémetro BC
Area del semicirculo de
diametro AC

Demostracion.

Si= " AB2, S, = FBC2,
8 8
S; = LAC2
8
Si+S; = g (AB2 + BC?)
T
S1+S,= & AC2
1 2 8
S1+S,=S3 L.g.q.d.
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LUNULAS DE HIPOCRATES PROPIEDAD 3

S:y Sz son areas de las lUnulas.

S : Area del tridngulo ABC S.=S:+S,+Ss
S1+S,=S8 Demostracion:
“Demostracion: Propiedad 2 : S4 - S; = Area (ABC)
Por la propiedad 1 Lunulas: Si1 + S, = Area (ABC)

Igualando: S;-S3=S:1 + S»
S1+X)+(S2+2)=(X+S+ 2)

S$S4=S:1+S>+S3 L.q.qg.d.
S1+S>=S |L.g.q.d.

PROPIEDAD 2 PROBLEMAS PROPUESTOS

$S=S,-S; 1. Las diagonales de un cuadrilatero
miden 30m y 40m. Calcular el area

del cuadrildtero sabiendo ademas
X Y que dichas diagonales forman un

A w—) C angulo de 30°.

A) 100m? B) 200 m2C) 300 m?

D) 400 m? E) 500 m?

2. Sobre la circunferencia de un circulo
S : Area del triangulo ABC de 6m de radio se toma el punto
“M”, luego haciendo centro en "M"” y
con radio s/2m. se traza un arco en
el interior, cortando a la
circunferencia en los puntos A y B.
Calcular el area de la ldnula que se

Demostracion:
Por la propiedad 1

(Z+X+S1)+(S1+Y+W) = (Z + Sz + W)

X+Si+y +S1 =5, ha formado.
S + S, =5, A) 12m? B) 20 m? C) 30 m?

D) 36 m?E) 46 m?

$=S52-85; L.q.q.d.

3. Se tiene un rectangulo ABCD en la
que AB = 12m y BC= 6m; se toma
como didmetro AB y se construye el
semicirculo en el interior del
rectangulo y luego haciendo centro
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en A y B se construyen en el interior
del cuadrado, cuartos de circulos.
Calcular el area comun a los tres
arcos.

A) 6(33- )
C) 4(33 + n)
E) 3(33 + n)

B) 6(s/2- n)
D) 2(33-n)

4. ABCDEF, es un hexagono regular da
lado 6cm. Con centro en “A”, se
traza un arco CE. Luego con centro
en “D” se traza un arco de radio
6cm. hallar el area de la region que
encierran dichos arcos.

A) (30n -36,3) B)(30rn-3.,2)
C) (33 +6m) D) (3/3- 30n)
E) (3/3- 36n)

5. AC es diametro de una
semicircunferencia circunscrita al
triangulo isésceles ABC. Con centro
en A y radio AC, se traza un arco
CF, estando F en la prolongacién de
AB. Luego exteriormente al triangulo
ABC se dibuja otra
semicircunferencia de diametro AF.
Hallar el area de la regiéon que
encierra las curvas ABC, CF y FA, si
la regidon triangular ABC tiene un
area de 8m?.
A) 41m?

D) 8t m?

B) 5 nm?
E) 16mm?

C)6r m?

6. Sobre el didmetro AC de un
semicirculo se toma el punto B y se
dibuja interiormente dos
semicircunferencias AB y BC
(AB>BC). Hallar el area de la regién
que encierran los arcos AB, BC y AC,
si el segmento tangente comun a AB
y BC mide 8cm.
A) 64rncm?

D) 16ncm?

B)24ncm? C)32rncm?
E) 8rcm?

7. Un rectangulo de 48m? de superficie
esta inscrito en una circunferencia

8. En el interior de un

GEOMETRIA

de 10 metros de diametro. Hallar el
perimetro del rectangulo

A) 48m B) 28m C)30m
D) 40m E) 25m

rectangulo
ABCD, se ubica el punto “"P” y en AD
se ubica el punto “M”, tal que el
triangulo MPD es equilatero. Calcular
el drea de la region cuadrangular
BDCP, si MD= 2AM=12u.

A) 27.3u? B)9.3u? C) 183u?
D) 9.3u? E) 54,302

9. Hallar el &rea de un trapecio

rectangulo cuyas base miden 4 y 13
metros, sabiendo que una diagonal
es perpendicular a un lado
A) 42m? B) 51m?
D) 36m? E) 60 m?

C)64m?

10.Se tiene un cuadrado ABCD, en la
prolongacién de AD se ubica el
punto "M” y en CD al punto “L" tal
que DMNL sea un cuadrado vy
AM=10u. Calcular el area de |Ia
regién cuadrangular ABNM
A)25 u? B) 30 u?
D)100 u? E) 60 u?

C)50u?

11.Hallar el area de un rombo ABCD si
“M” biseca a BC; AM corta BD en R,
RM=2u y <BRM=45¢°,
A) 12u? B) 24u?
D) 48u? E) 60u?

C)36u2

12.Hallar el area de un trapecio
rectangulo ABCD, si AD1DC; la base
menor es DC=4; el lado no paralelo
CB = 13 y la diagonal DB = 15.
A) 68u? B) 78u? C)88u?
D) 98u? E) 100 u?

13.Hallar el area de regidon limitada por
el rectangulo ABCD. Si |las
proyecciones de AB y AD sobre AC
son 4m y 8m repectivamente
A)12.2 m? B)24.2m? C)48/2 m?
D) 13/3m? E) 263 m?
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GEOMETRIA

REGTAS, A

05, IEDROS, TRIEDROS YROUEDROS

GEOMETRIA  DEL
ESTEREOMETRIA
Estudia la forma y extension de las
figuras geométricas cuyos puntos no
estdn en un mismo plano (espacio
tridimensional)

ESPACIO TRIDIMENSIONAL

A dicha idea tenemos dos postulados
importante:

ESPACIO O

a. Dada una recta cualquiera L, hay
por lo menos un punto P, tal que
P no pertenece a L.

b. Dado un plano cualquiera M, hay
por lo menos un punto P, tal que
P no pertenece a M.

POSTULADOS DEL PLANO

a. Todo plano contiene al menos
tres puntos no colineales.
b. Dos puntos cualesquiera de un

plano determinan una recta, que
esta contenida en el plano.

POSTULADOS DEL ESPACIO

a. El espacio contiene al menos
cuatro puntos que no son
coplanarios.

b. Por un punto del espacio pasan
infinitas rectas.

C. Por una recta del espacio pasan

infinitos planos.

DETERMINACION DE UN PLANO
Un plano queda determinado por:

a. Tres puntos no colineales.

W

b. Una recta y un punto exterior
a ella.

A
/
E/
Dos rectas secantes.
Dos rectas paralelas.

POSICIONES RELATIVAS DE DOS
RECTAS EN EL ESPACIO

a. Rectas secantes.- Cuando se
intersectan y tiene por tanto un
punto comun. Las rectas secantes
son coplanares.

=
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b. Rectas paralelas.- Cuando se
encuentran en un mismo plano y
no se intersectan.

=

c. Rectas coincidentes.- Cuando
se superponen, para lo cual basta
que tenga dos puntos comunes.

d. Rectas alabeadas.- Llamado
también rectas que se cruzan, son
aquellas rectas que no estan en un
mismo plano y no tiene ningln punto
comun.

%

POSICIONES RELATIVAS DE UNA
RECTA Y UN PLANO

Dados una recta L y un plano M, que
pueden estar situadas de tres distintas
maneras.

a. Secantes.- Cuando se
intersectan, la recta y el
plano soélo tienen un punto
comun.

/L
/ | /
7

GEOMETRIA

b. Coincidentes. La recta estd
contenida en el plano, en cuyo
caso todos los puntos de la recta
pertenecen al plano. Para que
sean coincidentes, basta que la
recta y el plano tengan dos
puntos comunes.

[

C. Paralelos.- En cuyo caso no
tienen punto comun alguno.

[

Propiedad: Para que una recta sea
paralela a un plano es condicion
necesaria y suficiente que dicha recta
sea paralela a una recta del plano.

POSICIONES RELATIVAS DE DOS

PLANOS

a. Planos secantes.- Cuando se
intersectan y tiene por tanto una
recta comun llamada interseccidn
de dos planos.
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b. Planos paralelos.- Son aquellos
gque no tienen punto comun
alguno.
>/

o/
C. Planos coincidentes.-

Cuando se superponen, para lo
cual basta que tenga tres puntos
comunes no colineales.

{8/

ANGULOS ENTRE DOS RECTAS
ALABEADAS
Es el angulo que forman uno de ellos
con una paralela a la otra trazada por
un punto cualquiera de la primera.

< 75~ > L
1

/==

a: Es el angulo que forman las rectas
que se cruzan L1 y L,

GEOMETRIA

RECTAS PERPENDICULARES

Son aquellas dos rectas que al
interceptarse o al cruzarse en el
espacio forman angulo recto.

ANGULO DE UNA RECTA SECANTE
CON UN PLANO

Es el angulo que hace la recta con su
proyeccion sobre el plano.

DISTANCIA DE UN PUNTO A UN
PLANO.
La longitud del segmento de
perpendicular trazada del punto al
plano.

MENOR DISTANCIA ENTRE DOS
RECTAS QUE SE CRUZAN

Es la longitud del segmento de
perpendicular, comun a ambas.

RECTA
PLANO
Si una recta es perpendicular a un
plano entonces es perpendicular a
todas las rectas contenidas en el plano.
Propiedad: Para que una recta sea
perpendicular a un plano es condicién
necesaria y suficiente que dicha recta
sea perpendicular a dos rectas secantes
del plano.

PERPENDICULAR A UN

TEOREMA DE LAS
PERPENDICULARES

Si desde el pie de una perpendicular a
un plano trazamos wuna segunda
perpendicular a una recta del plano,
entonces toda recta que une el pie de la
segunda perpendicular con un punto
cualquiera de la perpendicular al plano
sera perpendijgular a la recta del plano.

P

N\
mPDC = 90°
/

C
D

7 B
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ANGULO DIEDRO
Es la figura formada por dos
semiplanos que tienen la misma recta
de origen comun

A los semiplanos se les denominan
caras y a la recta comun arista

a. La medida de un angulo diedro 0
esta dada por la medida de su
angulo plano o rectilineo que es
aquel angulo determinado al
trazar por un punto cualquiera de
la arista AB, dos rectas
perpendiculares a la arista, una
contenida en cada cara.

A

\

- N
]l —— [F]

b. Los diedros se clasifican
similarmente a los angulos en el
plano

b. SEMIPLANO BISECTOR
Es aquel semiplano que partiendo
de la arista de un diedro, lo
divide en dos diedros de igual
medida.

SEMIPLANO

/_ BISECTOR

PM = PN

GEOMETRIA

Propiedad.- Todo punto sobre el
semiplano bisector, se encuentra a
igual distancia de las caras del diedro.

TEOREMA
Si los lados de un angulo plano son
perpendiculares a las caras de un
diedro. El éangulo y el diedro son
suplementarios.

N d.

RECTA DE MAXIMA
PENDIENTE
Si dos planos se interceptan, la recta de
uno de ellos, que forma el angulo
maximo con el otro, es perpendicular a
la interseccién de ambos planos.

Hipotesis Aesis
AeP mABC > mADC
AC 1 Q

AB 1 MN

AB : Recta de maxima pendiente
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PLANOS PERPENDICULARES

Son aquellos planos que al

interceptarse forman diedros rectos.

a. Si una recta es perpendicular a
un plano, todo plano que pasa
por ella es perpendicular al
primero.

b. Si dos planos son
perpendiculares entre si, toda
recta contenida en uno de ellos y
perpendicular a su interseccién,
es perpendicular al otro plano.

A

M

AREA DE LA PROYECCION DE UN
TRIANGULO EN EL PLANO

LD

~~_
S
~
S~

Area (AHC) = Area (ABC). Cos 6
ANGULO SOLIDO O
ANGULOIDE

Es la figura formada por tres o mas
planos (caras), que se cortan dos a dos
y cuyas intersecciones (aristas)
concurren en un mismo punto
denominado vértice.

POLIEDRO,

ANGULO TRIEDRO

El triedro es un anguloide de tres caras,
tres aristas y tres diedros; es el angulo
poliedro de menor nimero de caras que

GEOMETRIA

puede haber, no pudiendo ser mas que
convexo.

- Caras :a, b, c
- Vértice : El punto V
- Aristas : VA, VB, VC.

- Diedros o, By

: Triedro V-ABC

Notacion

PROPIEDADES DE LOS
TRIEDROS

a. En todo triedro, una cara es menor
que la suma de las otras dos, pero
mayor que su diferencia.

b-c<a <b+c

b. En todo triedro, la suma de sus
caras es mayor que 0° pero
menor que 3600°.

0° < a+ b+c < 360°

C. En todo triedro a mayor cara se
opone mayor diedro y a caras
congruentes se oponen diedros
congruentes.

d. En todo triedro, la suma de sus
diedros es mayor que 180° pero
menor que 5400
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CLASIFICACION DE TRIEDROS

a. Triedro escaleno: Sus 3 caras
tienen diferentes medidas.

b. Triedro isésceles: Dos de sus
caras miden iguales.

C. Triedro equildteros: Sus 3 caras
tienen igual medida (no
necesariamente de 60°)

d. Triedro rectangulo: Una de sus
caras miden 900°.

e. Triedro birectdngulo: Dos de sus
caras miden 90° cada una.

f. Triedro trirectangulo: Sus 3 caras
miden 90° cada una.

g. Triedro Simétrico: Es aquel

formado por las prolongaciones
de las aristas de un triedro.

h. Triedro polar o suplementario:
Dos triedros son suplementarios
cuando las caras de uno son los
suplementos de los diedros del
otro.

POLIEDROS

Son aquellos sdlidos limitados
por cuatro o mas regiones poligonales
planos no coplanares llamados caras.

Elementos:

- Caras: Son poligonos

- Aristas: OA, OB, AB,.....

- Vértices: O, A, B,....

-Diagonal: Es el segmento que une dos
vértices que no estdn en la misma
caras.

- Diedros

- Angulos poliedros

O]

B

GEOMETRIA
CLASES DE POLIEDROS

a. Poliedros Convexos.-
Cuando al considerar cualquiera
de las caras, todo el sélido queda
a un mismo lado de él.

b. Poliedros Céncavos.-
Cuando al considerar alguna de
las caras, todo el poliedro queda
repartido a uno y otro lado de la
cara considerada.

TEOREMA DE EULER
En todo poliedro se cumple que su
nuimero de caras mas el numero de
vértices es igual al nUmero de aristas
mas 2.

C+V=A+ 2

TEOREMA

En toda poliedro la suma de los angulos
en todas sus caras es igual a 360° por
el nimero de vértices menos 2.

SAng. = 3600 (V-2)
caras

PROBLEMAS PROPUESTOS

1. La distancia del punto "“P” del
espacio, a un plano "H” es 15m vy la
proyecciéon de PQ sobre el plano “H”
mide 8m, Qe Ly L < “H". Hallar
la distancia de “P” a L.

A) 17m B) 18m
D) 20m E) 15/2m

C) 19m

2. Dado el rectangulo ABCD, AB =
2m y BC = 4m. Por el vértice “"B” se
levanta un segmento BE de longitud
3m perpendicular al plano del
rectangulo. Si “M” es punto medio
de AD. Hallar EM
A) i3m  B) i7m C) Bm
D) A[19m E) \[2Im

http://www.academiaauge.com

CUESTIONARIO DESARROLLADO



ACADEMIA AUGE

3. Desde un punto “P” a un plano, se

trazan las oblicuas PAy PB (Ay B
sobre dicho plano), formando los
angulos de 30° y 45°
respectivamente con el plano. Si
PA= 6. Hallar PB

A) 3 B) 3.2 C) 4
D) 32 E)2f
. Del centro “0” del circulo

circunscrito a un triangulo equilatero
ABC de lado "“a” se levanta la
perpendicular OD al plano del
tridngulo y se une el punto D con los
tres vértices del triangulo ABC.

Calcular la longitud del segmento

OD para que el triedro sea
trirectangulo.
A) a B) a/2C) 0,5a

D) 0,41a E) 22

. En un triedro SABC, el diedro SA es
recto y las caras ASB y ASC son
triangulos de 45°. Calcular la cara
BSC.

A) 30° B) 60°
D) 90° E) 120°

. Se tiene un triangulo ABC de area
50cm?2 por AB se pasa un plano que
forma un diedro con el plano el
tridngulo. ¢Cudl es el area del
tridngulo proyectado sobre el plano,
si el diedro mide 6007

A) 100cm?2 B) 40cm2 C) 30cm?2
D) 25cm?2 E) 50cm?2

C) 70°

. ¢Cual es el area de la proyeccion de
una cara de un tetraedro regular
sobre otra cara cualquiera, si la
arista del tetraedro mide 2 .5cm?

A) 0.8cm?2 B).zcm?2
C)0.5cm?2 D) \2cm?2
E) 2.3cm?2

8.

10.

11.

12.

GEOMETRIA

En el tridngulo ABC recto en B,
AB=3, BC=4; sobre la perpendicular
al plano del tridngulo levantado por
el vértice B se toma un punto F.
Hallar la distancia de F al lado AC, si
BF =1,8

A)l B) 2
D) 3,5 E) 4

C) 3

. ABC es un triangulo rectdngulo

isésceles (AB = BC = 2). Por “C"” se
levanta CT perpendicular a su plano.
Hallar TM siendo M punto medio de
AB ademas TC=AC

A) 1 B)1,5 C)2
D) 3 E) 3,5

Desde un punto “"P” de la cima de
un poste se observa los puntos Ay
B del suelo a una misma distancia,
ademas el angulo BPA = 60°.
Hallar la altura del poste sabiendo
que el angulo que forma PA con el
suelo es 45° y que AB = 10

A) 5 B) 10 C)15
D)12 E) 5.2

Se tiene un cuadrado de lado igual
a 4. Por B se levanta BP
perpendicular a su plano, tal que
BP = 5. Si "M” es punto medio de
CD. Hallar la medida del angulo
formado por PM y AD.

A)30° B)45° C)37°

D)53° E)60°

En un plano “H” estd contenido
una circunferencia de centro "O” y
radio 5m asi mismo la longitud de
la cuerda MN es 8m, Por “O” se
levanta la perpendicular OA al
plano “H”. Siendo el angulo que
forman el plano "H” y el plano ANM

de 53°, calcular el area de la
regién triangular.

A) 10m? B) 20m? C)30m?
D) 40m? E) 48m?
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I. PRISMA

tiene por bases poligonos paralelos
e iguales y por caras laterales
paralelogramos.

ARISTA

LATERAL —»

CLASIFICACION

I.

II.

BASE

Los prismas se clasifican segun sus

bases en:

a) Prisma triangular, si su base
es un triangulo.

b) Prisma cuadrangular, si su
base es un cuadrilatero.

C) Prisma pentagonal, si su base

GEOMETRIA

SOLINOS GEOMETRICOS

Es el sélido geométrico que

3
b <

CARA LATERAL

es un pentagono.

PRIMA RECTO.

Es aquel prisma que tiene sus
aristas laterales perpendiculares
a las bases; sus caras laterales
son rectangulos; arista lateral
igual a la altura del prisma.

AL = Area Lateral
2pe = Perimetro de la base
Sg = Area de la base

AL = (2ps) (h)

h = Altura
At = Area total

Ar = AL + 2S3

>

Lk

Volumen = Sg . h

III. PRISMA REGULAR

Es un prisma recto, cuyas bases

son poligonos regulares.

IV. PRISMA OBLICUO

Es aquel prisma cuyas aristas
laterales son oblicuas a las bases,
sus caras laterales son

paralelogramos  (romboides),

altura es menor que la arista lateral.

Seccion Recta del Prisma (Sr)
Es la seccién del prisma con un
plano perpendicular a las aristas

SECCION
RECTA

e

Sk = Area de la seccién recta.
2psr = Perimetro de la seccidn recta.

AL = (2psr) (au)

aL = Arista lateral
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Ar = AL + 2Sg

Volumen = Sg.h | | Volumen = Sk . aL

V. PARALELEPIPEDOS
Son prismas cuyas caras son
todos paralelogramos.

Clasificacion:

a) Paralelepipedo Rectangular
Es un prisma, llamado también
caja rectangular, ortoedro o
rectoedro. Todas sus caras son
rectangulos.

c
c
b
——a 1
Volumen = abc
AL = 2ac + 2bc
Ar = AL + 2Sg
[ At = 2ac + 2bc + 2ab ]
[ D2 = a2+ b2 + 2 ]
Nota:

(a+b+c)2 = a2+b2+c2+2ac+2bc+2ab
N RN ]

Suma de las 2
3 dimensiones =

D2+AT1

GEOMETRIA

b) CUBO O HEXAEDRO REGULAR
Es paralelepipedo en el cual todas
sus caras son cuadrados.

a
a
'd N\
Volumen = a3
\\ J
'd N\
AL = 4a2
\\ J
'd N\
| Ar=6a2
( N\
D= ax@
. J

c) ROMBOEDRO
Es un paralelepipedo oblicuo. Todas
sus caras son rombos.

TRONCO DE UN PRISMA TRIANGULAR
RECTO

Es el sélido que se determina al
interceptar a una prima recto con un
plano no paralelo a su base.

Volumen = Sg (Wj

3

[ AT=AL+SB+51]
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TRONCO DE UN PRISMA
RECTANGULAR OBLICUO

Es el sdélido que se determina al
interceptar a un prisma oblicuo con un
plano no paralelo a su base.

[AT=AL+SB+51]

Volumen = Sgr ( 3

a+b+c]

-
[

(hy+h, +hy)
3

Volumen = Sg

-

PIRAMIDE

Es el solido geométrico que
tiene como base un poligono que
tienen un vértice comun que viene a
ser el vértice de la piramide y los
otros dos vértices de cada triangulos
coincide con los vértices de la base
respectivamente.

ARISTA
LATERAL

ARISTA
BASICA

GEOMETRIA
Clasificacion:

I. Por el nimero de lados de su
base en:

a) Pirdmide triangular, si su base
es un triangulo, llamado
también tetraedro.

b) Pirdmide cuadrangular, si su
base es un cuadrilatero.

c) Piramide pentagonal, si su
base es un pentagono, etc.

II. PIRAMIDE REGULAR.

Es una piramide cuya base es
un poligono regular, sus caras
laterales son tridngulo isésceles
iguales. El pie de la altura coincide
con el centro de la base.

APOTEMA DE UNA PIRAMIDE
REGULAR: Es el segmento
perpendicular trazado desde el
vértice de la pirdmide a una arista
basica.

A, = Apotema de la Pirdmide
ap = Apotema de la base.

Ap2 = h2 + ap2 a2 = h2 + R2

R = Radio de la circunferencia
circunscrista a la base.

A_ = Semiperimetro de la base x A,

Ar = AL+ Ss

Area de la base x h
3

Volumen =
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III. PIRAMIDE IRREGULAR:
Es aquella que no cumple con las
condiciones de la piramide
regular.

TEOREMA
Si se corta una piramide cualquiera por
un plano paralelo a la base se obtiene
una pirdmide parcial semejante a la
piramide total.

Propiedades

1) Si dos piramides son
semejantes, las areas de sus
bases son proporcionales a los
cuadrados de sus dimensiones
homodlogas.

2) Los volimenes de dos
piramides semejantes, son
proporcionales a los cubos de
sus dimensiones homdlogas.

Piramide S-DEF ~ Piramide S - ABC

/ // %A
i~ e

B

SD_SE_SF_h
SA SB SC H

Area(ADEF) _SD?  h?

Area(AABC) SA? "H?

Volumen de la pirdmide S—-DEF _SD® _ h®

Volumen de la piramide S—-ABC  SA® H®

TRONCO DE PIRAMIDE REGULAR

Es el sélido que se determina al
interceptar a una piramide regular con
un plano paralelo a su base. Sus caras

GEOMETRIA

trapecios  isOsceles

laterales  son
iguales.
Apotema del Tronco de Piramide
Regular: Es el segmento que une los
puntos medios de las bases de una cara
lateral.

AL = (po + ps) Ap

Ar=A_+ Sy, + Ss

Po Y pPs: Semiperimetro de bases.

Volumen = g(Sb +Sg ++/Sp, - Sg)

PROBLEMAS RESUELTOS

01. Hallar el nUmero de caras de un
prisma que tiene 360 aristas

a) 120
d) 123

b) 121 c¢) 122
e) 124

Resolucion

C : Numero de Caras del
prima

X : Niumero de Caras
laterales

x=320—> x =120

C=x+2->C=120+2

Rpta. c

2. Hallar el nUmero de vértices de
un prisma que tiene 120 aristas.
a) 80 b) 81 c) 82
d) 83 e) 84
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Resolucion

V : Numero de vértices del prisma
X : NUmero de caras laterales

1)
2)
3)

X=1§0—> x =40

V= 2x—> V =2(40)

V =80 Rpta. a

Hallar la suma de las medidas de
los angulos de todas las caras de
un prisma que tiene “A” aristas

a) 1200 (A-2) b) 1800 (A-2)
c) 360° (A-2) d) 240° (A-3)
e) 2400 (A-2)

Resolucion

Numero de caras laterales
Suma de las medidas de los
angulos de todas las caras del

prisma.
S = 2 [180°(x-2)]+360°x ..(1)
A
= — ..(2
- (2)

Reemplazando (2) a (1)
S = 3600 (A—ZJJFSBOOA
3 3

S = 1200A - 720 + 120°A
S = 2400 A - 7200

S = 240°(A-3)| Rpta.d

La distancia de un vértice al
centro de la cara opuesta de un

cubo es %. Calcular el area
total.

a) 12 b) 16 c) 20 d) 24 e) 28

Resolucion

S e B
6 27X
;
-

GEOMETRIA

1) 2x = a2
ax/i
..(1
> (1)
2) Pitdgoras a2+x2=-/62 ...(2)
3) Reemplazando (1) en (2)

az + (axEJZ =6

2
a’=4
4) Ar: Area Total
Ar = 6a2
Ar = 6(4)
Ar = 24 | Rpta.d

5. Calcular el volumen de un

hexaedro regular cuya diagonal
mide 20/3 cm.

a) 80 cm? b) 800 cm?
c) 400 cm3 d) 80 dm3
e) 8 dm3 |
Resoluciéon
-

1) Dato D = 20+/3cm...(1)

2) Formula D = a+/3...(2)

3) Igualando (2)=(1)
a-/3=20-/3cm

a = 20cm
a = 2dm

4) Volumen = a3
Volumen = (2dm)3

| Volumen = 8dm3 |Rpta. e

6. Calcular el volumen de una
piramide regular, si su apotema
mide 15 y la arista de la base

mide 18-/3
a) 314./3 b) 6283 ¢)972-/3
d) 916-/3 e) 428-/3
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Resolucion

h2+92 =152
h=12...(1)
2) Volumen = B;( h .(2)

3) B : Area de la base

5 (18J§1 3

B = 243-/3..(3)
4) Reemplazando (1) y (3) en (2)

243./3x12
Vqumenzg\g

Volumen = 972 \E Rpta. c

7. El volumen de un tronco de
piramide cuadrangular regular es
74cm3. Si su altura mide 6cm y
el area de una de sus bases es
16cm?2? ¢Cudl es el area de la

otra Base?

a) 3cm? b)) 6ecm? c) 8cm?

d) 9cm?  e) 4cm?
Resolucion

Volumen = 2(B+ b+-/Bb)

74 = 2(16+b+\m)

37 = 16 + b+4-/b
Jb=x = b=x?
37 = 16 + x* + 4x
x2+4x-21=0
x+7)(x-3)=0
x=3

GEOMETRIA

Rpta. d

b=32=9

8. Calcular el volumen de un prisma
triangular oblicuo. Si el drea de
una cara lateral es 30 y la
distancia de la arista lateral
opuesta a dicha cara es 5.

a) 100 b) 125 ¢) 90

d) 80 e) 75
Resolucidn
El volumen del prisma triangular
oblicuo vale la mitad del paralele-
pipedo.

5
2 1
Volumen = m

Volumen = 75 | Rpta. e

EJERCICIOS

1. En un prisma recto triangular ABC -
A'B'C’, MB'= 5, AB = BC = 6,
m</ABC = 120°. Calcular el volumen
del prisma si "M” es punto medio de
AC.
A)12 .2
D)36.3

B)24
E)18 .6

C)24 .2

2. Calcular el volumen de un prisma
recto ABCD - A'B'C’'D’ cuya base
ABCD es un trapecio isdsceles,
sabiendo que AA° = AD = 2BC = 12
y AB = 5. Las bases son AD y BC y
AD> BC.
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A) 432 B)156
D) 104 E) 300

C) 312

En un recipiente cubico que contiene
35m3 de agua se introduce un cubo
macizo de modo que el agua se
eleva hasta alcanzar el nivel del
recipiente. Si la arista del cubo
macizo es la mitad de la arista del
recipiente, calcular el volumen del
recipiente.
A) 20m3

D) 80 m3

B) 40 m3
E) 100 m3

C)60 m?

La base de un prisma triangular
regular es inscriptible en una
circunferencia de radio igual a 8V3
cm. Si la altura del prisma es el
doble del apotema de la base. Hallar
el area lateral del sélido.
A) 5763 B) 192 .5
D) 288 E) 288

C) 576

El desarrollo de la superficie lateral
de un prisma triangular regular es
un cuadrado inscrito en una
circunferencia de radio 3m. Hallar el
volumen del prisma.
A) J6/2 B)2.6/3
D)3f6/2 E)3

C) 2.

Calcular el volumen de un prisma
regular cuadrangular ABCD - EFGH,
si el drea de la base es 4m? y m
ZEBH = 30°.
A) 16m3

D) 4-/6 m3

B) 6.5m3
E) 5.5 m3

C)8\2 m3

Calcular el volumen de un prisma
regular de base pentagonal si se
sabe que el apotema de la base
mide 4u y el area de una cara lateral
es 16 u?.

A) 80u3
D) 160u?

B)120u3
E) 180u3

C)140u’

8.

10.

11.

GEOMETRIA

La arista lateral de un
paralelepipedo rectangular mide
4cm vy las otras dos medidas estan
en la relacién de 1 a 3. Si el area
total es 88cm?. Calcular el volumen
del paralelepipedo.
A) 32cm3B) 60cm?3
D) 24cm3E) 48cm3

C)36cm?

La base de un prisma recto es un
rombo de area S. Las areas de las
secciones diagonales son iguales a
Si y S Haller el volumen del
prisma.

D) 551352 E) 551252

Calcular el volumen de un rectoedro,
si su diagonal mide 10 y forma un
angulo de 45° con la base y un
angulo de 30° con una cara lateral.

A) 120 B) 120.2
D) 100E) 125.5.

C) 125

En wuna pirdmide triangular, su
apotema mide 16 y sus aristas

laterales miden 20. Halle el area
lateral de dicha piramide.
A) 570 B) 600 C) 576

D) 610 E) 616

12.Si una piramide posee 242 aristas.

Calcular su cantidad de vértices y su
cantidad de caras.

A) 120 ; 120 B) 122 ; 122
C) 124 ; 121 D) 118 ; 126
E) 126 ; 118
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CILINDRO

CILINDRO RECTO O CILINDRO DE
REVOLUCION

Es el sélido generado por un
rectangulo cuando gira alrededor de
uno de sus lados tomado como EJE.

DESARROLLO DE SU SUPERFICIE

Generatriz

1. Siateral = 27nrg
2. STotal = ZTCr (g + r)
3 V=nr2h

CILINDRO OBLICUO

Si se corta a un cilindro recto con
dos planos paralelos se obtiene un
cilindro oblicuo cuyas bases son elipses.

#— ELIPSE

SECCION
RECTA
g S

ELIPSE

1. Stateral = ZTCRg
R = Radio de la Seccidén Recta

2. STotaI = SLateraI + 2 SBase

3. Volumen = Sseccién recta X g
Volumen = Sgase X O

GEOMETRIA
Y CONO

ELIPSE
ﬁ_\
& V
b — Semi-eje menor
a - Semi - eje mayor

S = nab

TRONCO DE CILINDRO RECTO

Es el sélido que se determina al
cortar a un cilindro recto con un plano
secante no paralelo a sus bases.

EJE DE UN TRONCO DE CILINDRO
Es el segmento de recta que une

los centros de las bases de un tronco

de cilindro, es igual a la semisuma de la

generatriz maxima y la generatriz

minima

EJE = 00, = G;g

1. SLateraI = ZTER . EJE
2. STotaI = 2 TER . EJE + TERZ + Tfab
3. V = nR2 . EJE

ELIPSE

CIRCULO ——* >
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CONO RECTO O DE REVOLUCION

Es el sélido generado por la
rotacion de un tridngulo rectangulo
cuando gira alrededor de uno de sus
catetos, tomado como eje. El cateto eje
es la altura del cono, el otro cateto es
el radio de la base y la hipotenusa es la
generatriz del cono.

1. Siateral = mrg

SLateraI = ngz

a:

Q| =

2. Stotal =7r (g +r)
3. V= ETcl‘zh
3

CONO OBLicuo

Es el sélido que se determina al
cortar a un cono recto con un plano no
paralelo a su base. Su base es una
elipse.

8 | N su.=nab
0| S

ELIPSE

TRONCO DE CONO RECTO O DE
REVOLUCION

Es el sélido que se determina al
cortar a un cono recto con un plano
paralelo a su base. Se puede considerar
como el sdlido generado por la rotacion
de un trapecio rectangulo alrededor del
lado perpendicular a las bases.

1. Sl_ateral = TEg (I" + R)

2. Stotal =g . (r + R) + n(R2 + r2)

3. V= ngh(R2+r2+Rr)
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PROBLEMAS RESUELTOS 2nR (103{= %5
1. En la figura “"O” es el centro de o)
la, base inferior del cilindro xo:umen = “Ez(ig)
cuya drea lateral se desea olumen = z5(10)

calcular, si OA = 16.

Volumen = 250x | Rpta. a

A) 96r
B) 84n 3. En un cono recto de revolucidon
C) 128n cuya altura mide 6 la mediatriz
D) 132n de una de sus generatrices
E) 106

intercepta a la altura tal que el

. segmento de mediatriz determinado
Resolucion

mide 2. Hallar el area lateral del
cono.
a) 16x b) 20x C) 24n
d) 30x e) 27xn

Resolucion T /\

1) Tridngulo OBA(15° y 750)

= ad - X =4
4
2) Relaciones Métricas
Rh = 16x
Rh = 16(4) = 64
3) AL : Area lateral 1) AL: Area lateral del cono
AL : 2nRh AL= rnRg ........ (1)
AL : 21(64) 2) Semejanza de triangulo
a >R 2
AL = 1281 Rpta. c 9 —>6 O
2
2. Calcular el volumen de wun Rg=24 ...... (2)

cilindro de revolucion de 10cm de

altura. Si el desarrollo de su 3) Reemplazando (2) en (1)

superficie lateral tiene por éarea AL = n(24)
100ncm?
a) 250xcm?3 b) 240mcm?3 AL = 24 | Rpta.c
c) 210rxcm?3 d) 80rncm?3

Resolucién EJERCICIOS

1. El desarrollo de la superficie lateral de un
cilindro recto es un cuadrado de area “S”.
Calcular el volumen del cilindro.

100n 10

A)S[s2n B)S s /3000

C)S s l4rn

TR
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D) S.5/5n E)S.s/4n

Un cilindro, cuya altura es igual al
diametro de la base, tiene un area total

de 12rcmZ2. Calcular su volumen.

A) 8ncm3 B)1671m3

C)32ncm3

D) 4.z rcm3 E) 8.2 ncm3

. El desarrollo de la superficie lateral de un
cilindro tiene una diagonal igual a 13. Si
la altura del cilindro mide 5, calcular su
volumen :
A) 720/t
D) 45/t

B)180/m
E) 360/

C) 90/

Calcular el volumen de un cilindro de
revolucion, si el area de su superficie de

total es 24n u2 y su seccién axial es una
region cuadrada.

A) 127 u2 B) 16x u2 C)18n u2
D) 24[0x u2 E) 280 u2
Hallar el volumen del cilindro de

revoluciébn generado por una region
cuadrada de diagonal 4.2 que gira
alrededor de uno de sus lados

A) 16nu3 B) 64xr (u3
C) 8z0u3 D) 32rx0u3 E) 60
nOu3

. Se tiene un tronco de cilindro de
revolucidn cuya generatriz minima
es nula, la generatriz maxima mide
8m, el radio de la esfera inscrita
mide 2m. Hallar el volumen del
tronco.
A) 24mm?3
D) 48mm3

B) 36mm?3
E) 60mm?3

C) 42mm3

Un cono de revolucién tiene como
radio de la base 6m y como altura
8m. A que distancia del vértice se le
debe cortar con un plano paralelo a
la base de tal manera que el area
total del pequefio cono obtenido sea
igual al area lateral del cono total.

A) V40

B) V50 C) V20D

10.

11.

12.

GEOMETRIA

D) 16 E) 10

Hallar el volumen de un cono si
el angulo del sector circular que se
obtiene al desarrollar el area
lateral del cono es 288° y la
generatriz es 10m.

A) 24nm?3 B) 128n C) 32=n

D) 36n E) 100x

Hallar el volumen de un cono
equilatero. Sabiendo que la
esfera inscrita tiene un radio que
mide 6m.

A) 648mm?3 B) 636mm3 C)484mm3
D) 564mm3 E) 600mm?3

Un recipiente tronco cénico de
radios 3 y 6 en las bases
contiene agua hasta los 2/3 de
su altura; se le introduce una
esfera de 182r m? tal que queda
sumergida elevandose el nivel de
agua hasta enrasar la base
superior. Hallar la altura del

recipiente.
A) 16m B) 18 C)35
D) 20 E) 15

Un cilindro macizo de plomo tiene
un diametro “D” y una altura “D”
se funde el cilindro para obtener
2 solidos: un cono recto y una
esfera. Si el cono tiene una altura
D una base con diametro “D”.
¢Que didmetro tendra la esfera?.

a) D/3 b) D/2 c)D

d) 2D e) 3D

Los radios de las bases de un
tronco de cono recto miden Ry r
(R mayor que r). ¢Cudl debe ser
la medida de la altura para que el
area lateral sea igual a la suma
de las areas de las bases?

a) 2Rr b) 4Rr
(R+r) (R+r)
Rr Rr
c) ——— ————— e)n.a.
(R+r1) 2(R+r)
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GEOMETRIA

ESFERN
ROTACIONES DE SOLIDOS

SUPERFICIE ESFERICA
Es la superficie por la rotacion de

una semicircunferencia alrededor de su
didametro tomado como eje.

~» EJE

CIRCUNFERENCIA _ 2

CIRCUNFERENCIA
MAXIMA

PARTES DE LA SUPERFICIE
ESFERICA

1. ZONA ESFERICA

Es la parte de la superficie de la
esfera comprendido entre dos
planos paralelos; cuando los dos
planos son secantes se obtiene, la
zona de dos bases y cuando uno
de los planos es tangente y el
otro secante se obtiene la zona de
una base o casquete esférico.

a) Zona de dos bases

m [ S=2nRh |

b) Zona de una base o casquete
esférico

[[S=2zRh |

h
1

2. HUSO ESFERICO

Es la parte de la superficie
esférica limitado por dos
semicircunferencias maximas q'
tienen un mismo diametro.

aO
90°

SHuso - TCRz o
HUSO

7
=g
R
N
ESFERA

Es el sélido generado por la
rotaciéon de un semicirculo alrededor
de su diametro fomado como eje.

WV
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V = inR3
3

PARTES DE VOLUMENES DE ESFERA

1.

2.

Sector esférico. Es el sdlido
generado por un sector circular
que gira alrededor de un eje
coplanar que pasa por su vértice
sin cortarlo.

V = gnth
3

Anillo Esférico

Es el sélido generado por la
rotacion de un segmento circular
cuando gira alrededor de un eje
coplanar que pasa por el centro del
circulo a que pertenece del segmento
circular.

3.

1 —2
V = “xAB h
6
Segmento Esférico
Es la parte del volumen de una
esfera limitado por dos planos

paralelos; cuando los dos planos son
secantes se obtiene un segmento
esférico de dos bases y cuando uno
de los planos es tangente y el otro
secante se obtiene un segmento
esférico de una base.

I N_
h
V= —nh? +712h(r12 +r22)
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GEOMETRIA

4. Cuna Esférica
Es la parte de Ila esfera
limitado por dos semicirculos
maximos que tienen su mismo
diametro.

CUNA

0

VCuﬁa = TCR3 X 2700

TEOREMAS DE PAPPUS Y GULDIN
1° TEOREMA

El area de la superficie que
genera una linea plana cuando gira
alrededor de un eje coplanar es igual a
la longitud de la circunferencia que
describe su centro de gravedad por la
longitud de la linea.

A
U1 EE
A
d
C.G.
B
S =2nrnd. Las
2° TEOREMA

El volumen que genera una
superficie plana cuando gira alrededor
de un eje coplanar es igual a la longitud
de la circunferencia que describe su
centro de gravedad por el area de la
superficie plana.

A
U EE
d |
V=2rnd. A

PROBLEMAS RESUELTOS

1. El volumen del sélido generado
por la rotacién sobre el segmento
AB del triangulo.

C
B
AI— 4cm } 9cm }
a) 152z cm3
b) 239r cm3
c) 210rcm3
d) 156rn cm3
e) 196rn cm3
Resolucién

1) B\. ACB Relaciones Métricas
r2 = 4(9)
r==6

2) Al girar, se forma dos conos
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GEOMETRIA

n6°X9 6% x4
_l’_

Volumen =
3 3
Volumen = 108n + 48=x
Volumen = 156n | Rpta. d
2. En una esfera de radio R se

inscribe un cono de altura h'y
base de radio r, la relacion entre

r, hyRes:
a) h+r =2R b) h = R+r
c) R?2+h? =2Rr d)r’+ h? =2Rh

e) R?+ r? = 2rh

Resolucion

2) Pitagoras
r’+x2 =R2 ... (2)

3) Reemplazando (1) en (2)
r’+(h-R)? =R?
r’+h2-2Rh+R? = R?

r2+ h?2 = 2Rh | Rpta. d

6. Los radios de dos esferas son
entre si como 2 es a 3. Si el area
de la primera es 400cm?
¢Calcular el area de la segunda
esfera?

a) 600cm? b) 800cm?
c) 900cm?  d) 1200cm?
e) 1600cm?

Resolucion

S: area de la segunda esfera

2
4500:(3 - | s=900cm? | Rpta. c

3. Una esfera de cobre se funde y
con el metal se hacen conos del
mismo radio que la esfera y de
altura igual al doble de dicho
radio ¢Cuantos conos se
obtienen?

a)l b)2 c)3 d)4 e)5
Resolucion

X : NUmero de conos
X(nRZXZRJ _ 47R®

3 3
x=2 Rpta. b
EJERCICIOS

Ol.Determinar a que distancia del
centro de una esfera de radio
R=(2++/5)m se debe seccionar con un
plano para que la diferencia de las
areas de los casquetes esféricos
determinados sea igual al area de la
seccion que divide a la esfera en
dichos casquetes.

a) 0,6m b) 0,8m c) 1Im
d) 2m e) 3m

02.Hallar el area de la seccidon que se
determina al intersecarse una esfera
y un cono, ambos inscritos en un
cilindro recto cuyo radio de la base
es sm.
a) 2nm? b) 4rm? c) 8mm?
d) 12am? e) 15mm?
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03.Se tiene una esfera cuyo radio mide
1m, un cilindro y un cono equilatero
circunscrito a esta esfera hallar la
suma de los volumenes de los tres
solidos.
a) r s
3

b) zglm3 C) l?im3

3

d) 73 e) 14
3 3

04.En una esfera de radio R se halla
inscrito un cono circular recto de
altura “h”, hallar la superficie lateral
del cono.

a) . /(2R-h)R

c) ah.[2R@R=h)
e) zh/(BR-h)R
05.Calcular el volumen de una esfera
circunscrita a un octaedro regular de
1/7m?3 de volumen.
a) 1m3 b) 0,5m3
d) nm?3 e) N.A.

b) ?J(ZR—h)R
d) z-/rRh

c)1,5m3

06.Sean E; y E, dos esfera, si el
volumen de E, es el doble del
volumen E; y el radio de E, =3/16cm .

Hallar el volumen de E,.

a) 612zcm3 b) %mms

c)412ncm3 d)%mnﬁ e) 552rcm3

07.Hallar el area total de un cono
circunscrito a dos esferas tangentes
exteriores cuyos radios son 1y 3m.
a) 9nm? b) 36mrm?  ¢)72mm?
d) 81mm? e) 120mm?

08.La suma de las inversas de las
medidas de las 4 alturas de un
tetraedro es 1/6. Hallar la medida
del radio de la esfera inscrita.

a) 2 b) 3 C)6
d) 12 e) n.a.

09.Calcular el volumen de la cufa
esférica, si el area del huso esférico
de 300 es de 108mm?2.
a) 624mwm3 b) 630mm3c) 640mm?3
d) 648mtm?3 e) 650 mm3

10.Es una esfera de 15m de radio, dos
planos paralelos distantes 8m,
seccionan a la esfera. Hallar el area
de la zona.
a) 653.60 m2 b) 753.60 m2
c) 743.60 m2 d) 733.60 m2
e) n.a.

11.Un cilindro macizo de plomo tiene
un didmetro “"D” y una altura “D” se
funde el cilindro para obtener 2
sOlidos: un cono recto y una esfera.
Si el cono tiene una altura D una
base con didmetro “D”. ¢éQue
diametro tendra la esfera?.

a) D/3 b) D/2 c) D
d)2D e)3D

12.Los radios de las bases de un tronco
de cono recto miden Ry r (R mayor
que r). ¢Cual debe ser la medida de
la altura para que el area lateral sea
igual a la suma de las areas de las
bases?

a) 2Rr b) 4Rr
(R+r) (R+r)

o R )R o) 2R
(R+r) 2(R+r)

13.Se circunscribe un cono circular
recto a 2 esferas tangentes
exteriormente de radios 2 y 6.
Evaluar la altura del cono:

c) 15-/2

a) 18 b) 17
d) 12 e) 20
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